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数学 ,这 门 古 者 而 刀 肖 新 的 习 学 , 正 闻 步 汪 向 21 蛋 近 . 

国 古 即将 过 去 的 世纪 , 堪 掌 科学 的 巨 云 发展, 比 以 往 妊 何 时 
代 都 正定 国 地 确立 了 它 作 为 奢 沾 科学 技术 的 基础 的 地 位 . 苔 学 
正 完 可 情 线 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 A 类 知识 博 虑 党 授 ,并 起 
来 越 直 粮 地 为 入 划 物质 生产 与 日 党 生活 作出 页 献 . 同 时 ,数学 性 
为 一 种 文化 ,已 成 为 大 更 文明 进步 的 标记. 固 是 , 允 于 当地 社 生 
替 一 个 有 嘉 佑 的 大 士 而 言 ,平话 介 从 事 何 样 职业 ,元 郝 生 学 习 烙 
学 ,了 峡 数 学 各 运用 数学 ,现代 社会 对 数学 的 这 将 需要 ,在 未 来 
的 世 引 中 无 疑 将 更 加 与 日 恨 增 ， 

号 一 方面 ,20 世纪 粘 兴 思想 的 深 记 变革, 马 将 这 门 科举 的 
恒安 部 从 引 向 高 度 抽 泉 化 的 道路 , 面 对 老 洗 深 奥 的 数学 理论 和 和 
复 厅 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望 而 却 击 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 处 为 一 种 当 考 之 急 . 姜 共 是 当时 记 转 折 之 际 . 世 界 
各 国都 十 学 重视 并 大 力 加 强 数 学 的 普及 工作 ,国际 费 学 联盟 
(IMU}》 迁 专门 将 3000 年 定 为 "世界 数学 年 ", 共 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 可 技 对 世界 的 意义 秆 社会 所 了 远 ,特别 是 被 普通 公 杂 所 
了 钱 ”， 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 章程 度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
宇 相 点 并 且 是 数学 水 平 提 高 的 基础 . 随 着 中 国 现世 数学 研究 与 
热 痛 的 长 足 进 奉 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 印 年 
代 , 和 华罗庚 ,基文 僧 区 一 批 数 池 家 这 自动 手 握 写 的 最 学 通 带 读 
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物 , 激 发 了 一 代表 少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 . 改 革 开 
训 以 来 ,我 国 数学 界 对 传播 现代 数学 灵 作 出 了 新 的 努力 .但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 相 比 尚 有 差距 .我 国 数 学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世 界 先 进 水 平 , 数 学 苯 及 与 持 播 方面 的 
赶 趣 万 是 一 个 重要 的 环节 和 据 切 的 任务 .为 此 ,借鉴 外 国 的 先 斌 
经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 著 译 从 ?的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传 氮 工 作 , 为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先进 水 平 的 路 世纪 工程 贡献 力量 .从 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 纺 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 
上 讨论 确定 的 .所 选 著 广 , 基 本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流传 .受到 
公众 好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 
出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 第 循 善 诱 启 塌 数学 思 
维 与 发 现 技 巧 ; 有 的 定 于 哲理 阐 森 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 3…… 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 祝 角 ,以 窥探 现代 数 
学 的 发 展 梳 摇 , 领 略 数学 文化 的 丰富 多 采 . 

外 书 的 读者 对 象 ,力求 定 位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 ,为 此 从 书 
中 适当 纳入 了 不 同 层 次 的 作品 ,以 使 包括 大 中学生; 大 ,中 学 教 
师 ;研究 生 ; 一 般 科 技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ， 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 , 吏 代 数学 是 一 栋 分 支 众 多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 障 行 如 甩 山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 去 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

天 要 指 浊 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 尤其 是 
科普 译 著 的 出 版 并 不 景气 ,有 关 选 题 逐 年 减少 ,品种 数量 不 断 下 
降 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 以 迎接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 留 际 版 权 公 执 ,不 惜 耗资 购买 版 权 , 组 织 翻译 出 版 
这 大 《通俗 效 学 名 著 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 .大 
加 本 共 蔬 翻译 的 专家 学 者 们 , 自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 
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通常 不 被 算 作成 果 但 却 能 帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 副 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 .引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 
我 们 热切 希望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 .扶植 这 项 
工作 ,使 (通俗 数学 名 着 译 从 } 出 版 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎 接 2000 世界 数学 年 ,让 公众 了 解 , 喜 受 数 学 ， 
让 数学 走 进 千家 万 户 ! 


《通俗 数学 名 著 译 从 》 编 委 会 
1997 年 8 月 
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幸 代 柳生 是 一 个 昔 物 章 床 .领域 状 雪 , 崇 候 壮丽 的 科学 夫 
砷 .此 太 事 数 多 学 家 只 能 在 其 中 一 个 领域 其 至 一 个 领 戌 的 某 一 
分 去 毕生 畦 未 ,能 涉 薄 几 小 顿 域 的 下 学 家 才 营 和 铀 少 .这 样 侈 们 尊 
难于 咎 彻 地 掌握 当代 数学 的 笃 坏 及 共 来 直击 脉 .这 或 许可 以 部 
分 地 机 枝 为 什么 几乎 没有 向 广大 受过 部 育 的 公众 介绍 当代 数学 
的 居 秀 通 倍 荐 作 .只 有 在 现代 数学 的 理 沾 顿 碟 做 过 课 六 研究 .有 
过 开 蚀 性 贡献 .并且 通 晓 狐 学 的 历史 发 展 , 具 省 课 章 洞察 力 和 广 
博学 识 的 数学 家 ,才能 写 出 这 样 的 证 著 . 现 在 我 们 有 过 有 了 这 和 桂 
的 书 ,就 是 让 : 迪 尼 训 内 写 的 * 当 代数 学 :为 了 人 类 心 督 的 荣 纶 Y》. 

演 尼 杀 骨 于 1906 和 是 7 了 月 1 日 生 于 法 国 里 车 "在 里 泵 种 巴 符 
上 了 中 学 后 ,于 1924 年 同时 为 媒介 工科 学 校 辣 高 等 师范 学 校 录 
革 . 他 选择 了 当时 处 于 几 巍 交 碍 的 商 等 师范 学 校 ,在 邵 里 桂 识 了 
许 亡 避 后 成 为 去 数学 家 的 人 物 .1930 车 下 1931 年 间 , 人 出 得 到 小 
克 菲 荔 基 盖 的 资助 , 油 掌 粕 林 和 苏 乏 世 . 1931 年 在 PF: 常 牵 尔 指 
时下 完 咸 博士 论文 .19 了 H 年 ,他 与 态 : 韦 分,C: 话 页 莱 ,J* 扰 沙 
特 ,H* 训 当 等 建立 著者 的 布尔 巴 基 小 组 .布尔 巴 基 是 对 30 世纪 
的 数字 进展 具有 广泛 深远 影响 的 学 拒 , 它 的 成 员 才 是 精 野 广 疾 ， 
策 斌 通 博 ,见解 深刻 ,人 如 泣 守 数学 理论 的 演 生 和 本 质 , 对 基 珊 
数学 的 统一 性 具有 坚定 的 信念 , 振 实 于 对 基础 数学 比 出 尽 可 能 
完美 的 闻 巡 和 和 入 塞 , 访 : 书 伊 和 日- 嘉 当 都 得 过 添 尔 夫 数 学 提 , 入 : 
事 世 还 慎 美 国 数学 家 P:R: 哈 尔 莫 斯 兽 为 “当世 最 仑 大 的 数学 率 
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《注意 ,不 是 “最 伟大 的 数学 家 之 一 ' 一 一 引用 者 ) 的 候选 人 ”， 
1939 年 ,布尔 巴 基 学 派 开 始 出 版 多 卷 巨 填 《数学 原理 ,已 出 和 
多 准 ， 

迪 厄 多 内 和 功 先 后 在 法 国 . 美国. 巴西 的 多 所 大 学 任 载 .他 发 
表 过 近 150 篇 研究 论文 . 迪 厄 多 内 在 本 书 中 把 当代 数学 划分 为 
21 个 领域 (第 五 章 §5,A), 而 据 译 者 粗 路 分 析 统 计 ,其 中 他 本 人 
有 过 独创 性 研究 的 领域 , 竟 达 到 12 个 , 占 到 一 半 以 上 ! 和 过后 多 
内 具有 超人 的 效率 , 写 有 关于 线性 代数 和 初等 几何 、 微 积分 、 典 
型 群 的 几何 学 代数 几何 学 、 形 式 群 理论 经典 群 的 自 同 构 等 多 
本 专著 (其 中 《典型 群 的 几何 学 ?有 万 哲 先 的 中 译本 ) ,特别 应 当 
指出 ,从 1960 年 至 1982 年 ,出 版 了 他 写 的 9 卷 本 《数学 分 析 原 
理 *, 这 是 关于 现代 分 析 的 系统 辉煌 论述 ,有 英文 、 翻 文 、 俄 文 译 
本 ,其 中 第 一 卷 有 郸 瑞 艺 、 苏 维 宜 的 中 译本 ,第 二 卷 有 扫 译 的 中 
译本 (现代 分 析 基 础 》), 科 学 出 版 社 ,第 一 闫 ,1982; 第 二 卷 ， 
1986) .再 有 ,在 布尔 蔬 基 前 30 卷 获 作 中 ,他 写 的 篇 慷 超 过 其 他 
几 个 人 写 的 总 和 ， 

地 厄 多 内 对 数学 史 有 液 厚 的 兴趣 和 深刻 的 研究 .他 著 有 关 
于 泛 函 分 析 史 代数 几何 学 中、 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 史 以 及 
关于 现代 数学 概观 (布尔 巴 基 的 看 法 ) 的 论著 ,主编 了 《1700 一 
1900 年 数学 史 网 机 4. 此 外 ,布尔 巴 基 关 于 数学 发 展 的 历史 注 
记 , 大 都 出 自 他 的 手笔 . 

迪 后 多 内 于 1968 年 当选 为 巴黎 科学 院 院士 ,1978 年 被 所 
予 荣 誉 同位 勋章 .他 玖 于 1992 年 11 月 29 日 .逝世 次 日 ,巴黎 对 
学 院 终 身 秘 书 P' 热 尔 要 写 道 ,J' 巡 厄 多 内 是 “我 们 时 代数 学 的 
巨人 ,更 确切 地 说 ,他 熔铸 于 当代 数学 中 ,他 就 是 当代 数学 ”,《 世 
界 报 》 于 1992 年 12 月 2 日 发 表 的 文章 中 称 他 为 “当代 数学 的 象 
征 ,J" -了 " 皮 埃 认为 他 是 “当代 数学 最 杰出 的 人 物 之 一 ”, 是 “在 
数学 中 具有 百科 会 书 式 才智 的 数学 家 ”. 

从 上 面 的 简 述 中 不 难看 出 ,这 厄 多 内 一 走 在 现代 数学 主流 
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中 搏击 ,对 其 发 展 和 全 狐 有 着 完整 深刻 的 了 解 .以 他 的 水 平和 功 


力 写 一 本 关于 当代 数学 的 通俗 论著 ,一 定 会 不 同 凡响 . 果 如 其 
然 , 本 书 出 版 后 ,很 快 就 出 现 了 多 种 文字 的 译本 . 据 译 者 所 知 ， 
1989 至 1990 两 年 内 ,就 出 现 了 日 文 .西班牙 文 .葡萄 牙 文 、 意 大 
利文 和 英文 译本 . 迪 厄 多 内 的 著作 通常 都 有 几 种 外 文 译 本 ,得 本 
书 外 文 译本 语种 之 多 ,在 其 著作 中 首届 一 指 . 

本 书 是 为 广大 受过 教育 而 又 对 科学 尤其 是 数学 感到 兴趣 的 
公众 写 的 .因此 作者 最 于 从 代数 .数论 和 和 集合 论 中 撒 取 例证 . 作 
者 在 书 中 着 重 阅 明 数学 在 现代 其 实 经 历 了 真正 的 变革 .如 果 说 
19 世纪 以 前 数学 的 特征 之 一 是 具有 高 度 的 抽象 性 ,那么 现代 数 
学 则 更 加 抽象 , 它 研 究 的 是 数学 结构 ,其 主要 特征 是 研究 对 象 之 
间 的 关系 而 不 是 这 些 对 象 本 鼻 的 具体 性 质 , 因 此 它 更 加 得 不 到 
外 在 的 、 可 以 总 知 的 “形象 "来 显现 或 支 撞 .但 是 ,这 种 变革 又 是 
祥 然 的 .自然 的 .为 攻克 经 典 夺 代 租 留 下 来 的 数学 问题 或 其 他 科 
学 部 门 要 求 数学 解决 的 问题 ,数学 家 们 必须 创造 成 为 当代 数学 
发 展 主 流 的 对 象 和 方法 . 

为 了 阐明 作者 力图 解释 的 重点 内 容 , 迪 万 多 内 首先 简短 而 
又 生动 有 趣 地 谈论 了 数学 的 概念 ,数学 家 和 数学 界 的 特点 以 及 
数学 问题 的 性 质 .接着 作者 从 论述 经 典 数学 的 对 意 、 方 法 和 几 种 
不 同类 型 的 问题 开始 , 镶 勒 当代 新 的 数学 对 象 和 方法 是 每 样 产 
生 的 ,它们 具有 伸 么 样 的 基本 特征 ,以 及 当代 数学 总 的 面 租 如 
何 .最 后 作者 还 讨论 了 数学 基础 问题 . 

作者 把 需要 较 多 数学 知识 (理工 科大 学 一 二 年 级 水 平 ? 的 内 
窜 写 进 各 童 的 附录 中 ,因此 ,为 理解 本 书 主要 章节 ,具有 高 中 数 
学 水 平 也 已 是 各 . 当 然 , 由 于 数学 总 究 是 一 门 推理 严谨 的 科学 ， 
因此 需要 读者 在 阅读 大 部 分 章节 时 集中 精力 , 蔷 于 思考 . 

译 者 以 为 ,本 书 对 专业 数学 工作 者 和 广大 数学 教师 也 极 有 
教 益 . 译 者 就 从 翻译 本 书 中 获 益 菲 浅 . 当 然 , 限 于 译 者 水 平 ,译文 
中 让 错 瓯 或 难免 , 沿 祈 读者 不 吝 指 正 ， 
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“全 里 叶 先生 认为 ,数学 的 主要 目的 是 服务 
人 类 、 解 释 自 然 现象 ;但 像 他 这 样 的 哲学 家 应 当 
知道 ,科学 的 唯一 目的 是 为 了 人 类 心智 的 荣耀 ， 
因此 ,一 个 关于 数 的 问题 与 一 个 关于 宇 害 体系 
的 问题 其 有 同样 的 意义 .” 
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- 专 名 索引 站 
3 ， 人 名 索 末 | No 


标书 是 特地 为 这 样 一 些 读 者 写 的 :他 们 由 于 种 种 看 因 对 科 
学 感 兴趣 ,但 下 是 职业 数学 宕 .经 验 表 明 , 情 况 太 致 总 是 这 梯 : 虽 
然 这 些 人 豆 爱 图 读 和 是 取 基 于 上 自然 科学 的 娃 解 ,并 且 感 到 从 这 
些 讲解 中 蓝 得 了 知识 ,开县 了 眼界 ,但 他 们 冀 现 甘于 当代 数学 的 
训 章 者 是 用 无 法 理解 的 行 语 写 就 , 面 且 讨 论 的 幅 筷 过 于 黄 象 ,使 
人 人 律 味 索 热 ， 

率 书 的 目的 是 试图 解释 这 种 对 数学 缺 斑 理解 的 现象 的 原 
困 ,或 许 还 起 打破 这 御 珊 国 . 由 于 总 得 认定 人 们 必 因 具有 一 些 最 
低 程 度 的 数学 知识 , 理 则 就 咎 可 能 一 起 讨论 数学 ,所 以 我 焊 假 定 
杰 书 读者 已 经 学 过 相当 于 科学 笠 士 学 位 站 本 平 所 要 求 的 课程 . 
我 以 备 章 附录 的 形式 持 进 一 些 增 补 内 容 , 这 是 为 密 吃 学 过 一 点 
科学 课程 ( 圣 少 达到 大 学 二 年 级 结束 时 的 本 平 ) 的 读者 准备 的 ; 
但 为 理解 正 广 ,没有 必要 去 读 这 些 附录 的 尾 何 部 分 ,因此 上 略 去 各 
章 诗 录 直 会 有 什 笃 损 害 . 所 必 病 的 只 是 要 做 一 点 努力 ,在 领会 一 
连 申 排 理 {其 中 互相 连结 的 每 一 步 本 身 基 完全 补 等 的 ) 这 程 中 能 
絮 中 注意 ,专心 致 志 . 


DD 续 国 的 生 士 学 位 考试 即 中 学 毕业 会 者 .对 中 学 毕业 生 【 通 省 诅 史 
将) 进行 ,以 站 证 此 们 能 吾 进 入 坟 学 ,就 中 国情 形 面 言 ,学 过 相当 于 志学 理 
工科 一 年 蚂 高 等 数学 课程 的 计 者 只 要 认真 思考 ., 即 能 访 完 本 书 :对 或 学 有 
内 重 的 高 中 帅 业 生 也 候 读 民 李 书 一 支部 分 ,一 一 译 广 
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性 代 吉 学 为 了 大 开放 和 欧 业 闻 


我 打算 揭示 的 是 ,这 种 "最低 水 平 " 的 本 性 , 正 是 人 们 理解 当 
代数 学 过 程 中 经 历 的 困难 的 根源 .中 学 里 所 教 的 数学 ,没有 件 委 
来 西 是 1800 年 以 后 发 现 的 中 .对 于 自然 科学 中 除 物 理学 以 外 的 
所 有 分 支 中 认为 必须 具备 的 数学 知识 ,情形 并 无 很 大 差别 .即使 
在 物理 学 家 中 ,我 相信 除 研 究 量子 理论 或 相对 论 的 人 之 外 ,那些 
从 事实 验 工作 的 人 几乎 不 会 用 到 比 考 克 斯 韦 在 1860 年 时 所 知 
道 的 更 多 的 数学 知识 . 

[9] 人 人 都 知道 ,自从 19 世纪 初 以 来 ,自然 科学 以 异乎 寻常 的 
方式 不 断 发 展 . 受 过 教育 的 公众 所 以 能 黑 上 这 种 令 人 关于 目眩 
的 进展 ,当然 要 落后 几 步 ,但 还 不 至 于 迷失 道路 ,是 得 益 于 保留 
了 新 思想 实质 的 巧妙 简化 ,数学 恰恰 也 以 同样 的 方式 前 进 ,但 除 
数学 家 外 ,很 少 有 人 意识 到 这 个 事实 .其 原因 在 于 ,-- 方 面 ,如 前 
所 说 ,大 部 分 科学 即使 今天 仍然 很 少 需 要 超过 “经 典 ” 数 学 @ 范 
围 的 任何 东西 ; 男 一 方面 ,在 数学 的 演进 中 发 生 了 真正 的 突变 ， 
与 经典" 数学 对 但 一 一 数 和 “ 形 ” 一 一 相当 不 同 的 新 的 “数学 对 
但 "创造 了 出 来 .与 “经 典 对 象 ” 相 比 ,这 些 对 党 具有 严格 得 多 的 
抽象 性 {它们 在 任何 方面 都 得 不 到 看 得 见 的 “形象 "的 支持 ), 这 
就 吓 退 了 从 这 些 对 象 身 上 看 不 到 尾 何 用 途 的 人 . 

我 愿意 使 对 于 数学 有 好 感 的 读者 相信 ,这 种 抽象 决 不 是 来 
自 数 学 家 的 反常 意愿 ,似乎 他 们 想 通 过 使 用 深奥 莫 测 的 语言 来 
把 自己 与 科学 界 吗 开 . 数 学 家 的 任务 是 求 出 “经典” 时 懂 传 下 来 
的 或 直接 来 自 物理 学 中 新 发 现 的 问题 的 解 .他 们 发 现 这 有 可 能 
办 到 ,但 只 能 通过 创造 新 的 对 象 和 新 的 方法 ,而 这 些 对 象 和 方法 
的 抽象 特征 对 于 它们 的 成 功 是 必 不 可 消 的 . 

因此 ,我 试图 表明 ,1800 至 1930 年 间 的 数学 家 是 被 经 典 对 


DD 但 不 是 1800 年 以 前 发 现 的 一 切 都 已 在 中 学 里 得 到 讲授 ,和 远 非 如 
此 ! 
加 我 用 “经 典 数学 "来 指 1800 年 前 所 知道 的 全 部 数学 结果 . 
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象 和 关系 的 本 质 特性 衣着 (常常 那 时 并 不 认识 到 这 一 点 ) 去 锻造 
新 的 “抽象 "工具 ,使 得 他 们 及 其 当代 继 隋 者 能 熏 解 决 过 去 看 来 
是 不 可 攻克 的 问题 . 当 氏 数学 家 能 语 于 想象 力 地 使 用 这 些 工 具 
并 扩展 它们 的 范围 ,但 与 有 些 时 候 所 想 的 相反 ,他 们 并 没有 创造 
这 些 工 具 . 

我 认为 ,对 过 去 数学 的 主要 特征 设 有 某 些 最 低 程 庶 的 了 解 ， 
就 不 可 能 理解 当代 数学 .本 书 最 初 两 章 据 述 数学 和 数学 家 在 当 
今世 界 中 的 地 位 ,以 及 数学 与 其 他 科学 的 联系 .接着 的 第 三 章 则 
是 对 于 从 欧 几 里 得 到 高 斯 的 经 典 数 学 的 简略 概观 .这 一 章 的 重 
点 放 在 古 希 腊 人 的 伟大 独创 思想 上 ,就 是 以 一 种 不 可 磨灭 的 方 
式 赋予 数学 对 象 以 “思维 对 象 ” 的 特征 .第 四 章 给 出 一 些 例子 , 它 
们 是 从 经 典 数 学 中 出 现 的 成 和 于 上 万 个 问题 中 挑选 出 来 的 ,这 些 
问题 在 19 拱 纪 引起 过 重大 研究 . 

第 五 章 是 我 所 作 论 证 的 核心 部 分 .我 们 还 是 通过 几 个 读者 
能 够 理解 的 例子 来 揭示 ,在 19 世纪 中 ,怎样 从 分 析 上 世纪 遗留 
下 夷 的 各 种 问题 逐渐 导致 发 现 这 些 癌 题 的 真正 人 性质 ,从 而 铺 平 
了 部 分 或 全 部 解决 它们 的 道路 .但 为 此 必须 付出 放弃 经 奥数 学 
对 象 所 具有 的 半 “ 上 具体 "特征 这 样 的 代价 ;应 当 了 解 , 关 于 这 些 对 
稍 , 本 质 的 东西 不 是 它们 表面 上 具有 的 个 别 特性 ,而 是 它们 之 间 
的 关系 . 常 有 这 样 的 情形 ,对 于 外 表 非 常 不 同 的 对 象 ,这 些 关系 
却 相同 ,因此 必须 以 扬弃 外 表 的 方 式 来 表述 这 些 关 系 ;例如 ,如 
有 果 我 们 想 规定 一 种 关系 , 它 既 可 定义 于 数 之 间 , 也 可 定义 于 函数 
之 间 ,那么 它 只 能 通过 引进 这 样 的 对 象 才能 办 到 : 它 既 不 是 数 ， 
也 不 是 画 数 , 但 又 可 以 使 之 特定 化 为 数 或 函数 ,或 其 他 类 型 的 数 
学 对 象 . 正 是 这 些 最 终 得 到 研究 的 “抽象 “对象 被 称 为 数学 结构 ， 
在 第 五 章 中 我 们 会 措 述 一 些 最 简单 的 结构 . 

在 19 世纪 ,数学 家 们 试图 找到 一 条 道路 , 它 可 以 完全 精确 
地 表述 定义 和 定理 ,使 任何 不 确定 性 无 容 身 之 地 ;在 最 后 的 第 六 
章 中 ,我 们 要 讲述 这 样 做 的 过 程 中 出 现 的 困难 .为 此 ,一 旦 欧 拖 


[11] 


里 得 4 几何 原本 3》 的 不 精密 性 得 到 改正 ,而 且 古 希腊 人 独创 概念 


的 纯粹 性 得 到 重新 发 现 ,4 几何 原本 2》 就寝 用 作 数 学 所 有 分 支 的 
样板 ;在 伴随 数学 应 用 于 经 验 科 学 所 取得 的 令 人 难以 置信 的 成 
功 吕 而 来 的 欢欣 快 时 中 ,有 些 事 情 过 于 长 久 地 被 忽略 了 . 

均 欢 引起 砂 动 的 图 书 的 人 会 对 本 书 感到 不 满 , 他 们 在 这 里 
找 不 到 霸 扫 世界 的 充满 机 智 反 论 的 论点 .我 把 自己 限制 在 陈述 
有 关 数 学 的 事实 ,而 不 是 表达 看 法 上 , 而且 我 注意 不 去 着 人 争 
论 .我 同样 注意 约束 自己 ,不 试图 对 我 所 讨论 的 概念 的 未 来 演变 
作 任 何 了 预测 . 
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(中 译本 : 瑟 " 豆 加 籼 , 科 学 与 假设 ,商务 印 书 迟 ,1989);b)La valeur de la sci- 
eneey Panis ¢ Flammarion }, 1905} ec) Science et méthode, Paria (Flammarion ) ， 
1908(a),b),c) 合 一 中 译本 :H': 席 加 莱 , 科 学 的 价值 ,光明 日 报 出 版 社 ， 
1088);d) Demibres pensées, Paris( Flammarion}) ,1913. 

[10] A,Weil,OQeuvrea scientifiques,3 vol. ,New York-Berlin-Hetdeliberg- 
Tokyot Springer) , 1979. 


由 于 本 书 不 是 为 专家 学 者 写 的 ,所 以 我 不 想 让 正文 充 塞 大 
重 的 参考 文献 ,而且 我 也 只 限于 举 出 凡 本 其 精神 实质 与 本 局 
相 一 致 的 论著 ,我 向 读者 保证 ,对 于 我 所 作 的 涉及 数学 史 的 每 沾 
论点 ,我 都 能 征 引 权威 出 人 外 ;我 希望 读者 相信 这 人 句 话 . 

在 鼓励 读者 获知 数学 史 的 更 多 详情 方面 懒得 太 多 是 不 可 能 
的 .我 起 请 读者 注意 论述 [3]. 该 书 由 于 有 很 多 播 图 并 且 不 需要 
任何 超过 业 士 水 平 的 知识 ,为 而 很 有 吸引 力 .对 于 水 平 更 高 的 读 
者 (大 学 二 ,三 年 级 水 平 ), 请 允许 我 指出 论述 1700 年 后 数学 中 
的 著作 [1]. 

研读 丢 鼻 图 [4] 和 欧 凡 里 得 [5] 总 是 富有 教 益 的 ,T- 希 斯 翻 
详 的 $4 几 何 原本 》 英 译本 中 有 大 量 数学 或 哲学 性 的 注解 . 

数学 家 中 基于 个 人 体会 发 表 关 于 他 们 所 研究 主题 的 沉思 或 


反省 的 人 并 不 多 . 欧 拉 的 大 批 信 件 [6] 使 我 们 得 以 更 好 地 了 解 他 [12] 


的 生活 和 工作 方法 ;而 读 读 府 加 芋 关 于 数学 所 写 的 许多 文章 ( 收 
集 在 [9] 中 开 列 的 4 本 书 中 ) ,总 会 是 有 趣味 的 . 离 我 们 更 近 时 代 
的 数学 家 G*H' 哈 代 在 晚年 写 了 极 有 感染 力 的 “自白 ”[7], 书 中 
常 显 出 作者 不 在 乎 自己 数学 家 的 身份 . 

我 们 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 A: 韦 要 想 出 了 一 个 巧妙 的 
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主意 ,就 是 对 他 的 选集 [10j 中 的 每 本 书 或 文章 加 上 内 容 广泛 的 
评注 ,这 相当 于 一 本 激动 人 心 的 "工作 日 记 ,几乎 脖 日 勾 鞭 了 一 
个 富有 创造 性 的 数学 家 的 思想 演变 胀 络 .尽管 充分 鉴赏 这 些 内 
容 需 要 极其 广播 的 数学 文化 背景 ,但 由 于 它们 婚 非 自 吹 自 捅 ,又 
不 故 作 嫌 吉 ,所 以 不 会 有 人 不 能 从 这 些 回 忆 中 获得 教 益 . 

完全 兴 似 而 且 内 容 同 样 丰富 的 是 G: 绍 裔 最 近 写 的 [2], 书 
中 描述 了 通 向 他 最 优秀 的 发 现 之 一 一 一 广义 容量 一 一 的 道路 . 

最 后 我 要 热切 地 指出 法 裔 美 籍 数学 家 $' 兰 最 近 的 壮举 ,他 
在 探索 馆 的 三 次 会 议和 讨论 上 ,把 一 批 非 同 寻常 的 公众 引 向 理 
解数 学 之 美 "([8 有 .演讲 人 一 -尽管 他 是 一 位 “纯粹 ”数学 
家 一 一 甘心 情愿 把 自己 置 于 听众 支配 之 下 ,以 及 他 在 面 对 不 可 
预料 的 听众 反应 时 所 表现 的 镇 定 自若 ,都 使 此 书 成 为 既 生 动 有 

[13j 趣 又 富 于 教 益 的 小 品 . 
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1. 数学 的 概念 


数学 在 大 变 活动 中 所 占 的 地 性 是 自 相 牙 盾 的 ,当今 " 活 计 "” 
国家 中 几 竹 每 个 人 人 都 知道 ,数学 是 一 门 重要 学 科 ,大事 数 科学 技 
术 分 支 者 用 往 着 它 , 而 且 比 以 福 任何 时 幢 都 要 事 的 职业 ,如 果 设 
有 革 些 数学 知识 ,就 无 法 从 事 . 杖 而 ,如 果 你 问 “ 数 学 是 什么 2 或 
间 " 数 学 家 做 些 慎 生 7?" , 那 各 村 了 荒唐 可 和 颈 的 回答 外 ,你 几 孚 合 
一 无 所 获 ,除非 你 的 对 话 者 至 少 经 历 过 大 学 二 年 强 的 数学 训 诛 . 
凤 使 别 的 科学 额 域 蜡 的 著名 专家 ,对 于 数学 家 的 工作 也 福 太 只 
有 一 些 反 肯 的 看 法 ， 

由 于 每 个 人 都 是 在 上 小 学 时 通过 数字 演算 接触 数学 的 ,所 
以 传播 最 广 的 看 法 是 ,数学 家 就 是 从 事 这 些 演算 的 内 行 里 手 , 随 
著 电 子 计算 机 及 其 语言 的 出 更, 人们 现在 会 认为 这 意味 着 数学 
家 就 是 特别 善于 为 这 些 演算 "编制 程序 "的 A 人 ,他们 整 天 做 的 就 
是 这 件 事 情 .工程 师 们 老 是 在 寻 按 从 们 感 兴 昕 的 量 的 量 优 值 , 他 
们 把 数学 家 看 作 储 藏 公式 的 他 库 保 管 员 . 应 他 们 的 要 求 为 他 们 
提供 所 需 的 公式 .但 是 眼下 由 于 媒体 大 量 报 导 别 的 科学 部 门 所 
取 短 的 进展 ,因此 几乎 所 有 当代 大 都 坚定 地 持 有 这 样 一 种 最 能 
了 性 竹 旋 解 的 看 法 , 即 数学 学 科 已 不 再 有 慎 生 东西 可 以 去 发 现 , 数 
等 家 们 的 工作 内 能 荫 于 把 以 往年 代 的 遗产 传 下 去 . 

我 们 可 以 对 这 种 状 阳 高 杭 无 饶 , 面 且 队 了 同意 &* 击 性质 
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说 ,“ 数 学 之 古怪 在 于 它 不 能 为 非 数 学 家 理解 "([10], ][ ,PP. 

715] 465) ,再 也 不 居 更 多 的 事情 吗 ? 我 想 我 们 至 少 应 当 试 着 找 出 这 
种 缺乏 理解 的 原因 .事实 上 ,有 许多 期 刊 致力 于 向 大 量 读者 以 各 
种 科学 教育 水 平 普 及 新 近 的 科学 发 现 .除了 我 们 将 会 担 到 的 少 
数 例 外 (第 六 章 , $5,C), 关 于 数学 中 的 最 近 进 展 , 没 有 任何 这 
类 介绍 ( 它 会 使 人 觉得 数学 中 什么 也 没有 发 生 1); 与 此 相反 , 却 
有 很 多 关于 天 体 物 理学 ,地 质 学 ,化 学 ,分 子 生物 学 甚至 原子 或 
核子 物理 学 的 通俗 文献 ,看 来 异 助 略 去 细节 并 使 实质 得 以 清晰 
显示 的 图 表 ,再 加 把 专家 从 复杂 细致 的 实验 中 所 能 导出 的 缚 论 
于 以 根本 简化 的 阐释 ,就 有 可 能 使 这 些 刊 物 的 读者 觉得 ,他 们 已 
经 懂得 原子 .基因 或 银河 是 什么 ,尽管 这 些 东 西 的 数量 级 从 埃 
(10- 米 ) 延 伸 到 泊 年 (3. 1045 米 ) ,而 且 超 出 我 们 想象 所 能 掌握 
的 范围 ， 

相反 ,让 我 们 提出 现代 数学 中 最 富有 成 果 的 理论 之 一 即 称 
之 为 “ 层 的 上 同 油 ” 的 理论 . 它 的 草创 是 在 1946 年 ,多 少 与 分 子 
生物 学 中 的 “ 双 螺 旋 ”" 结 构 处 于 同一 时 期 ,并 且 也 取得 了 可 与 后 
者 媲美 的 巨大 进步 .然而 ,我 却 不 大 可 能 对 没有 读 过 大 学 前 两 年 
数学 课程 的 人 解释 这 一 理论 的 内 容 .即使 对 具有 这 样 水 平 的 好 
学 生 ,我 的 解释 也 得 花 上 几 个 小 时 ;至 于 阐述 这 种 理论 怎样 应 
用 , 那 得 花 多 得 多 的 时 间 . 这 是 因为 这 里 我 们 不 再 能 用 解释 性 的 
图 表 ; 在 我 们 能 接触 到 所 讨论 的 理论 之 前 ,我 们 必须 消化 十 来 个 
同样 抽象 的 概念 : 折 扑 、 环 、 模 、 同 态 ,等 等 ,这 些 概念 中 没有 一 个 
能 用 “形象 化 "的 方式 来 表达 . 

对 构成 当 民 桂 大 数学 理论 的 所 有 观念 , 土 面 说 的 话 几 乎 都 
适用 ;第 五 章 §5,A 中 列举 了 这 些 观念 ,读者 可 以 查阅 .因此 我 
必须 甘心 情愿 地 接受 这 一 点 :如 果 我 想 在 业 士 所 能 接受 的 水 平 
上 进行 讨论 ,那么 我 具 能 在 第 五 章 55,A 中 列举 的 21 个 论题 中 
提 及 其 中 3 个 即 代 数 .数论 和 集合 论 的 基本 概念 ,不 时 对 知道 一 
点 筱 积分 的 读者 来 点 评注 ,我 将 试 着 从 这 些 概 念 开 始 ,解释 它们 
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如 何 由 必 热 性 驱使 而 逐步 发 展 ,显示 出 蕴藏 在 其 中 的 抽象 得 欠 
的 概念 ,在 此 过 程 中 获得 了 解决 数学 问题 的 不 可 比拟 的 巨大 效 


验 .再 向 前 进 就 意味 着 把 词汇 的 溪流 汇集 起 来 ,这 样 就 会 使 不 是 [16] 


从 事 数 学 专业 的 读者 很 快 迷失 方向 .我 所 提 到 的 那些 内 容 , 只 是 
使 读者 得 到 我 所 讨论 的 一 些 定理 的 基本 想法 ,它们 与 现代 数学 
知识 的 巨大 容量 相 比 ,仅仅 是 极其 微小 的 一 部 分 ， 


2. 数学 家 的 生活 


通常 “音乐 家 "这 个 词 可 以 指 作曲 家 ,. 演 秦 家 音乐 教师 或 者 
兼作 其 中 几 项 的 人 .同样 ,说 到 "数学 家 ”, 我 们 可 以 理解 为 数学 
教师 ,应 用 数学 的 人 ,或 者 创造 性 的 数学 家 ;而 普 户 的 春 法 是 最 
后 这 类 人 已 经 绝种 .可 是 ,由 于 我 的 目的 是 帮助 读者 理解 现代 数 
学 的 起 源 和 性 质 ( 我 们 将 会 看 到 [第 五 章 85,A] ,现代 数学 的 大 
部 分 内 容 ,都 是 1840 年 以 后 建立 起 来 的 ) ,因此 我 们 讨论 的 几乎 
都 是 最 后 这 类 人 即 创 造 性 数学 家 .这 样 , 下 面谈 到 的 数学 家 ,就 
定义 为 和 至少 发 表 过 一 未 非 平 凡 定 理 的 证 明 的 人 ( 稍 后 在 84 中 
我 们 会 糖 确定 义 “ 平 凡 " 指 什么 )， 

在 我 春来 ,在 我 们 试 着 解释 数学 家 做 些 什 么 之 前 ,让 读者 到 
数学 家 们 的 陌生 国度 小 小 游历 一 番 ,不 会 是 毫 无 趣味 的 . 

有 充分 理由 认为 数学 创造 能 力 与 种 族 无 关 . 从 整体 上 看 , 似 
乎 这 种 能 力也 不 能 遗传 ;数学 家 的 后 代 成 为 数学 家 总 是 少 有 的 
例外 .但 是 社会 环境 对 数学 天 才 的 发 育 起 着 重大 作用 ,即使 在 最 
伟大 的 天 才 中 ,也 没有 数学 家 从 头 开始 就 自己 重新 发 现 他 那 时 
代 的 数学 知识 这 样 的 例子 ,与 此 有 关 的 关于 帕斯卡 的 故事 不 过 
是 一 则 传说 .社会 环境 必须 能 使 未 来 的 数学 家 至 少 接受 一 些 初 
等 教育 ,向 他 显示 省 可 其 实 的 证 明 , 聊 醒 他 的 好 奇 心 ,然后 使 他 
能 接触 到 他 那 时 代 的 数学 , 即 得 以 按照 自己 的 条 件 读 到 阅 述 性 
的 论著 .直到 18 世纪 末 以 前 ,还 没有 真正 有 组 织 的 大 学 数学 教 
育 ; 在 此 之 前 ,几乎 所 有 伟大 的 数学 家 ,从 笛 卡 儿 和 费 马 到 高 斯 
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并 的 


和 和 狄 里 克 雷 ,都 是 通过 研读 他 们 杰出 前 硬 的 论著 (这 还 是 非常 好 


的 训练 1) 而 自学 成 材 的 .即使 在 今天 ,很 可 能 许多 数学 天 才 由 于 
缺乏 有 利 的 社会 环境 而 不 能 最 现 ; 我 们 不 知道 秋 “ 发 达 " 社 会 中 
的 数学 家 ,也 就 不 足 为 奇 . 即 使 在 更 为 发 展 的 国家 , 当初 等 教育 
受到 宗教 或 政治 的 限制 或 内 有 功利 主义 的 考虑 时, 它 也 会 不 利 
于 数学 才能 的 养育 ,就 像 已 经 进入 20 世纪 时 美国 的 情形 那样 . 
那里 中 等 教育 实际 上 掌握 在 地 方 当 局 手中 ,他 们 常常 习惯 于 认 
为 ,对 于 青少年 党 会 打字 或 开车 比 掌 习 拉丁 文 或 欧 几 里 得 几何 
学 里 加 重要 .我 认识 一 些 著 名 前 美国 数学 家 ,他 们 生 在 小 镇 上 ， 
18 岁 以 前 从 未 见 到 过 数学 证 明 ; 由 于 被 科学 吸引 ,他 们 在 大 学 
里 接受 夯 向 工程 职业 的 训练 ,只 是 出 于 偶然 的 机 会 他 们 才 接 触 
到 象 样 的 数学 教育 ,由 此 发 现 了 他 们 真正 的 才能 . 

在 充分 广泛 的 社会 阶层 能 够 获得 教育 机 会 (必要 时 借助 助 
学 金 ) 的 社会 里 ,数学 家 的 出 身 是 多 种 多 样 的 .他 们 可 能 来 自 名 
门 望族 ,如 法 格 纳 诺 、 黎 卡 担 和 达 朗 贝尔 或 来 自 有 产 阶 级 上 层 ， 
如 每 卡 儿 、 费 号 ,帕斯卡 、 克 罗 内 克 、 若 尔 当 、 论 加 菜 和 汉 : 诺 伊 
曼 , 他 们 也 可 能 来 自卑 筑 的 下 屋 , 如 罗 伯 瓦 尔 高斯. 埃 利 . 嘉 当 
和 藤 贝 略 . 大 多 数 数学 家 生 于 中 等 家 庭 , 也 人 党 有 生 于 贫困 之 家 
的 ， 

通常 数学 才能 总 在 15 岁 前 后 被 发 现 , 但 也 可 能 为 没有 任何 
证 明 概 念 的 教育 延 后 ,如 上 面 说 到 的 美国 的 情形 那样 .无 论 如 
何 ,与 传播 相当 广泛 的 者 法 相反 ,创造 阶段 极 少 在 23 至 25 岁 前 
开始 ;帕斯卡 \ 克 莱 罗 、. 拉 格 朗 日 .高 斯 . 伽 罗 瓦 . 阅 科 夫 斯 基 以 及 
当代 的 德 利 涅 等 是 例外 , 他 们 在 20 岁 前 就 作出 了 著名 的 数学 发 
现 .至 于 数学 创造 的 寿命 , 另 一 个 流行 看 法 是 一 一 如 哈代 所 说 
《[7],PP.I0)， 数 学 是 年 青 人 的 玩意 ”. 确 实 , 很 多 重要 发 现 是 
由 比 30 岁 大 不 了 多 少 的 数学 家 作出 的 ;但 仍 有 许多 伟大 数学 
家 ,如 庭 加 莱 , 希 尔 伯 特 或 旦 "外 尔 , 其 创造 阶段 延长 不 少 ,他 们 
直到 50 或 55 岁 还 保持 相当 多 产 的 状态 .另外 一 些 人 ,如 基 灵 、 


站 


挨 米 : 诺 特 ,哈代 (如 他 自己 所 说 ([7],PP.58)) 或 晚近 的 扎 里 斯 
基 和 谢 瓦 全 ,在 40 岁 前 后 才 做 出 他 们 最 好 药 成 果 . 最 后 ,有 一 些 


为 估 神 钟爱 的 数学 家 ,如 克 罗 内 克 、. 埃 利 * 嘉 当 . 西 格 尔 `.A: 韦 [18) 


伊 .J* 惑 雷 和 了 T: 盖 尔 范 德 ,60 岁 后 还 在 继续 延明 优美 的 定理 ,但 
是 ,就 像 许多 体育 运动 中 很 少 有 人 能 指望 在 30 岁 后 还 占有 冠军 
宝座 ,大 多 数 数学 家 在 5 或 岁 后 由 于 看 出 自己 创造 性 想象 
力 的 大将 而 不 得 不 撑 下 来 .对 于 有 些 人 ,这 是 令 人 心 碎 的 经 历 ， 
如 哈代 在 其 “自白 ”中 生动 地 措 绘 的 那样 ; 男 有 些 人 则 通过 干 些 
他 们 还 能 做 的 活 来 通 应 . 

像 许多 别 的 学 者 一 桩 ,数学 家 的 生活 充满 着 永 不 满足 的 好 
奇 心 和 近 于 恋情 似 地 表决 他 正在 研究 的 问题 的 愿望 ,这 能 使 他 
间 周 国 的 现实 世界 完全 陋 开 .一些 著名 数学 家 心 不 在 秀 ,行为 古 
怪 , 其 源 盖 出 于 此 .事实 是 ,数学 证 明 的 发 现 ,通常 总 是 在 一 段 紧 
张 持 久 的 集中 精力 思索 之 后 才能 达到 ,有 时 在 找到 所 求 答案 之 
前 要 成 年 累 月 地 反复 更 新 .高 斯 本 人 承认 ,他 花 了 好 几 年 去 求 一 
个 代数 表示 式 的 正 负 导 ; 虎 加 某 在 有 人 间 李 如 何 作 出 其 发 现时 
答 道 “经 常 对 它们 加 以 思考 ”; 他 还 详细 地 披 替 通 向 他 的 最 好 结 
果 之 一 一 一 发 现 “ 窗 克 斯 函数 "的 尝试 和 沉思 过 程 ([9]). 

这 样 ,数学 家 首先 追求 有 充足 的 时 间 供 他 支配 ,使 他 能 专心 
致 坟 于 自己 的 工作 ,这 就 是 为 什么 19 世纪 以 来 他 们 都 辟 欢 在 大 
学 或 学 院 中 任教 ,因为 那里 授课 时 间 相 对 较 少 而 假期 又 比较 长 . 
报酬 只 居 次 要 地 位 ;最 近 我 们 看 到 ,在 美国 以 及 其 他 一 些 国家 ， 
数学 家 宁愿 以 工资 下 障 不 少 为 代价 ,放弃 工业 界 中 蘑 翌 优厚 的 
职位 而 回 到 大 学 中 去 . 

骨 则 ,只 是 到 晚近 ,大 学 教 职 数 才 变 得 相当 地 凶 . 1940 年 以 
前 大 学 数学 教授 职位 极为 有 限 { 在 法 国 不 超过 一 百 ); 直到 1920 
年 以 前 , 像 库 默 尔 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,格拉 斯 曼 ,、 基 灵 和 北 泰 尔 这 样 
有 水 平 的 数学 家 不 得 不 毕生 或 一 段 时 间 满 足 于 果 在 中 等 学 校 里 
教书 :情况 在 很 长 时 间 里 一 直 是 ,小 国 几 乎 没有 什么 大 学 . 


i 


在 19 世纪 以 前 ,数学 家 从 事 自 己 想 做 的 工作 的 机 会 其 至 更 

加 不 稳定 .如 要 没有 个 人 财产 、 欧 助 者 或 科学 院 提 供 还 算 不 错 的 
[19] 生活 来 源 , 那 么 除了 当天 文学 家 或 测量 人 员 ( 高 斯 就 是 如 此 ,他 

在 这 些 职 务 上 花 了 大 量 时 间 ) 之 外 ,几乎 就 不 再 有 别 的 出 路 .无 
南 置疑 , 正 是 这 种 情形 解释 了 为 什么 1800 年 前 富有 才华 的 数学 
家 数 日 极其 有 限 . 

需要 长 时 间 致 力 于 思考 他 们 试图 解决 的 问题 ,这 就 几乎 自 
动 排除 了 在 其 他 生活 领域 (例如 行政 管理 ) 或 严肃 科学 工作 中 同 
时 完成 需要 全 神 贯 注 的 任务 的 可 能 姓 , 傅 里 叶 在 担任 醋 泽 尔 地 
区 行政 长 官 时 创造 了 热 的 理论 或 许 是 绝无仅有 的 情形 .至 于 数 
学 家 出 尾行 政 管 理 或 政府 显要 职位 ,我 们 会 发 现 他 们 在 任职 期 
间 实 际 上 放弃 了 他 们 所 从 事 的 研究 .此 外 ,正如 哈代 嘲讽 地 评论 
的 那样 ([7j,PP.12),“ 离 开 数 学 的 数学 家 的 最 近 记 录 不 是 特别 
令 人 鼓舞 的 ”. 

人 至 于 数学 家 的 个 性 ,如 果 除 去 他 们 中 许多 人 常常 心 不 在 殖 
和 和 缺乏 实际 技能 "外 , 那 可 以 说 他 们 与 随便 哪个 地 位 相仿 的 阶 
层 并 没有 什么 区 别 , 在 他 们 身上 辣 样 可 以 发 现形 形 色 色 的 性 格 
以 及 各 种 各 样 美德 和 缺陷 .如 果 他 们 有 时 会 对 自己 具有 的 非 同 
可 凋 的 才干 感到 骄 散 和 自豪 , 那 他 们 必须 记 住 ,许多 别 的 技巧 也 
只 能 由 很 少 一 部 分 上 人 分享. 无疑 能 在 高 空 钢 丝 上 跳舞 的 演员 或 
能 下 盲 棋 的 棋 手 还 要 少 得 多 .然而 ,正如 哈代 所 说 ([7], PP. 
16}) ,数学 家 的 行为 "确实 具有 坚韧 不 拔 的 特性 ”, 而 如 果 你 在 人 
类 知识 的 金字 塔 上 添加 了 一 小 块 石头 , 那 你 就 没有 虚度 年 华 . 

无 论 如 何 , 数 学 家 必须 承认 ,他 们 的 才能 并 没有 授予 他 们 在 
数学 之 外 领域 中 的 任何 特殊 本 事 ,而 那些 自 认 为 由 于 在 同事 中 
享有 威望 就 能 去 改造 社会 的 数学 家 到 头 来 尝 到 了 苦果 ， 

数学 家 的 宗教 怖 向 或 政治 立场 更 是 多 种 多 样 : 柯 西 是 偏执 
欧 天 主教 信徒 ,而 了 哈代 则 是 古怪 的 无 神 论 者 ,上 帝 对 于 他 是 个 人 
的 敌人 ;高 斯 非常 保守 ,而 伽 罗 再 则 是 热情 的 革命 家 .一 个 极端 


却 又 令 人 痛心 的 例子 是 年 青 的 德国 数学 家 DO“' 泰 希 米 朝 , 他 或 许 
上 共有 可 与 侦 罗 丽 相 媲美 的 天 才 ,但 却 是 狂热 的 纳粹 分 子 ,为 驱 迁 
他 的 犹太 人 师长 出 力 . 他 作为 党 卫 军 军官 赴 苏 德 战线 ,一 去 不 
返 . 

大 多 数 数 学 家 过 着 好 公民 的 生活 ,对 稻 拖 世界 的 动乱 有 点 


担心 ,不 指望 权力 和 财富 , 安 于 小 康 卉 地 .他 们 不 急切 地 追求 荣 [20] 


党 ,但 对 它 也 并 非 剖 不 在 平 .与 许多 艺术 家 相反 ,他们 很 少 投入 
激情 的 谱 将 中 ,在 他 们 中 问 很 难 探 到 变动 一 时 的 情 个 或 浪 证 史 ， 
他 们 自己 也 只 能 满足 于 人 黎 罗 瓦 、. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姨 或 拉 马 努 金 的 
多 少 带 点 贸 课 色彩 的 传记 . 


3. 数学 家 的 工作 与 数学 界 


实验 性 科学 的 研究 是 在 实验 案 中 进行 的 ,实验 室 需 要 越 来 
越 大 的 队伍 来 操作 仪器 ,仔细 检查 结果 .做 数学 研究 除了 纸张 和 
藏书 丰富 的 图 书馆 ,再 也 不 需要 别 的 什么 . 像 实 验 性 科学 中 实行 
的 集体 协力 工作 ,在 数学 中 相当 罕见 ;许多 数学 家 发 现 ,除非 在 
安葬 的 .与 世 隔 绝 的 环境 中 , 否则 就 很 难 认真 地 思考 问题 .虽然 
合作 是 相当 普遍 的 ,但 通常 都 是 参与 合作 的 每 个 人 拿 出 自己 独 
处 时 摘出 的 名 堂 ,再 把 各 自 的 结果 集中 起 来 ,这 样 可 以 互相 从 对 
方 的 想法 中 获得 启发 ,使 他 们 能 从 新 的 起 点 进一步 前 进 .数学 家 
中 长 期 合作 的 最 著名 例子 是 哈代 与 李 特 尔 伍德 ,一 位 住 在 牛津 ， 
男 一 位 住 在 剑桥 ,两 人 只 是 偶然 谋面 ,他 们 的 共同 工作 完全 第 通 
信 进 行 . 

然而 ,如 果 说 数学 家 的 大 多 数 出 版 物 是 个 人 的 作品 ,那么 像 
格拉 斯 最 、 享 泽 尔 或 埃 利 . 嘉 当 那 样 长 期 在 几乎 完全 与 世 隔 绝 状 
态 下 还 保持 多 产 的 数学 家 则 为 数 极 少 ;这 三 位 是 由 于 想法 新 奇 ， 
不 能 为 网 代 人 理解 .大 多 数 人 如 果 缺 往 经常 与 同行 交流 的 机 会 ， 
以 便 他 们 能 被 同行 理解 ,就 会 感到 诅 丧 和 失望 ,由 于 他 们 的 研究 
的 抽象 性 质 使 得 难于 同 非 数学 家 交换 想法 ,情况 就 更 是 如 此 . 


直到 17 世纪 中 期 , 仅 有 的 交流 手段 是 私人 通信 (有 时 以 乐 
于 助人 的 写 信 者 ,如 梅森 和 科林斯 为 中 心 )}、 相 互 访问 以 及 有 时 
由 作者 出 资 印 书 ( 除 非 有 资助 者 同意 付款 ). 由 学 术 社 团 定期 出 


-21] 版 的 第 个 期 刊 大 约 出 现 于 1660 年 ,但 为 数 一 直 很 少 ,而 且 


1820 年 前 出 版 的 为 数 很 少 的 科学 期 刊 都 是 而 向 一 般 科 学 的 ,并 
无 专业 分 工 . 第 一 个 跨越 国界 的 专门 数学 期 刊 是 创办 于 1826 年 
的 " 克 雷 尔 杂 志 ", 紧 接着 有 1835 年 创办 的 “ 刘 维 尔 杂 志 ”@. 

然而 正 是 现今 ,语言 障碍 开始 出 现 . 在 17 世纪 ,几乎 所 有 科 
学 出 版 物 都 以 拉丁 文 写 就 ( 币 卡 儿 的 & 几 何 学 ?以 及 帕斯卡 的 某 
些 营 作 是 仅 有 的 值得 注意 的 例外 ) .这 个 传统 在 18 世纪 开始 误 
落 ,法国 数学 家 那 时 已 只 用 法 文 写作 ,法 国 以 外 的 某 些 教学 性 著 
述 则 以 作者 的 母语 写 就 .高 斯 时 代 之 后 ,科学 书刊 用 拉丁 文 写作 
很 快 消失 ,而 这 就 不 断 放 怪 丁 新 结果 的 传播 速度 ,尤其 在 法 国 ， 
那里 直到 19 世纪 末 以 前 几乎 不 学 习 任 何 别 的 语言 . 颇 为 滑稽 的 
一 个 例子 出 现 于 1880 年 ,当时 巴黎 科学 院 为 解决 一 个 数论 问题 
举行 一 次 比赛 ,而 该 问题 早 于 20 年 前 已 为 H*J'S: 史 密斯 解决 . 
显然 埃 尔 米 特 和 若 尔 当 看 不 懂 英 文 .众所周知 ,英文 在 当代 合理 
地 成 为 通用 科学 语言 ， 

在 19 世纪 ,数学 期 刊 的 数目 不 断 稳定 地 增长 ,1920 年 后 由 
于 数学 研究 得 到 发 展 的 国家 增多 ,数学 期 刊 的 数目 增加 得 更 快 ， 
1950 年 后 更 是 至 于 极 盛 ,达到 了 爆炸 的 程度 ,以 至 现在 志 界 上 
大 约 有 500 种 数学 期 刊 .为 使 人 们 不 至 于 被 这 个 信息 大 海 淹 没 ， 


中 此 刊物 全 和 名 为 纯粹 与 应 用 数学 杂志 "(Jourmal fur 中 e Reine und 
angewandte Mathematik) ,由 于 创始 人 昨 A'L- 克 雷 尔 ,所 以 通常 称 为 “ 克 雷 
尔 杂 志 ”. 译注 

多 此 刊物 全 名 为 “纯粹 与 应 用 数学 杂志 "(Jourma] de Mathamatiques 
Pures et Appliquéesa) ,由 于 创始 人 是 1 刘 维 尔 ,所 以 通常 称 为 “ 刘 维 尔 杂 
志 “. 译注 


rr -me ， 和 
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从 19 世纪 后 30 年 起 ,创办 了 专门 对 其 他 出 版 物 进 行 编目 和 摘 
要 的 期 刊 . 这 种 期 刊 中 传播 最 广 的 是 美国 的 《数学 评论 》(Mathe- 
matical Reviews) ,现在 已 几乎 扩展 到 一 年 4 000 页 (每 页 平均 有 
5 到 10 条 分 析 性 条 目 ). 

随 着 期 刊 数目 倍增 ,也 测 现 了 不 少 教学 性 的 着 作 , 它 们 常 以 
从 书 的 形式 组 合 起 来 (其 中 不 少 是 相当 专门 化 的 ). 因 此 现在 极 少 
有 一 种 新 理论 需要 等 待 10 年 以 上 才能 成 为 教学 性 论述 的 主题 . 

19 世纪 中 叶 , 德 国 大 学 里 出 现 了 举办 “讨论 班 ” 的 活动 :在 
一 位 或 几 位 教授 指导 下 ,若干 当地 的 或 前 来 访问 的 数学 家 ,其 中 
常 有 攻读 博士 学 位 的 研究 生 ,在 一 个 学 年 中 定期 举行 会 议 , 分 析 


一 个 问题 的 现状 或 考察 评述 最 值得 注意 的 新 结果 . 1920 年 以 [22] 


来 ,这 种 活动 推广 到 全 世界 ,讨论 班 上 所 作 的 讲述 常 印 成 文章 ， 
以 便 能 使 更 多 人 看 到 ;在 许多 大 学 中 为 高 水 平 学 生 开 设 的 专门 
化 课程 也 常常 这 样 做 . 

然而 ,长 期 以 来 很 明显 的 是 ,在 科学 领域 中 ,口头 交流 往往 
比 阅 读 论文 有 效 得 多 .中 世纪 起 ,一 个 大 学 的 学 生 到 另 一 个 大 学 
游学 就 成 为 一 种 传统 , 它 一 直 保 留 至 今 ,尤其 是 在 德国 .再 则 , 洲 
请 学 者 到 他 们 所 在 大 学 之 外 的 别 的 学 校 去 工作 或 讲学 也 已 变 得 
相当 普遍 . 

从 1897 年 的 国际 数学 家 大 会 起 ,这 种 个 人 接触 的 需要 得 以 
制度 化 了 ;1900 年 以 来 ,每 四 年 举行 一 次 国际 数学 家 大 会 (由 于 
氟 夫 大 战 中 断 过 两 次 ) .大 会 参加 者 数目 不 断 增 风 , 这 在 某 种 程 
度 上 部 弱 了 它 的 功用 ;因而 从 1935 年 起 ,增加 了 各 种 较 有 限制 
的 聚会 :学 术 讨 论 会 .专题 会 议 、 研 究 班 .夏季 讲习 班 等 等 ,在 这 
些 聚 会 上 ,范围 多 少 不 太 固定 的 专家 相 乞 在 一 起 ,估量 他 们 新 近 
的 发 现 , 讨 论 他 们 当前 面临 的 问题 . 


4， 大 师 和 学 派 


竞争 的 心态 ,对 于 名 次 的 追 束 ,为 记录 和 奖金 而 比赛 ,这 些 


都 从来 没有 像 令 天 这 样 强 烈 . 这 在 体育 运动 中 尤为 显眼 ,而 同样 
的 精神 也 扩展 到 了 诸如 象棋 或 桥牌 这 样 的 智力 消 站 ,甚至 扩展 
到 许多 别 的 多 少 有 点 可 笑 的 领域 . 

尽管 如 此 ,我 们 近来 看 到 这 样 一 种 观点 得 到 热情 的 宜 扬 : 序 
有 人 在 智力 创造 性 上 都 具有 同样 的 能 为 ,而 我 们 在 这 方面 所 发 
现 的 不 合理 的 差别 只 依赖 于 个 人 受 惠 于 教育 的 多 少 .这 是 一 种 
奇怪 的 学 说 , 它 需 要 大 脑 与 别 的 器 官 相 比 具 有 不 条 的 生理 学 这 
样 的 信念 来 支撑 . 当 我 们 想起 那些 王公 贵族 或 亿 万 宣 和 儒 的 子女 ， 
从 管 有 最 好 的 家 庭 教师 照料 但 仍 午 得 不 可 救 药 时 ,对 此 我 们 只 
能 答 答 肩膀 . 

我 们 必须 承认 ,如同 所 有 别 的 学 科 一 样 ,在 数学 家 中 各 人 才 
能 差别 很 大 .在 “发 达 " 国 家 ,数学 教学 是 由 一 大 批 大 学 教师 担当 

[3] 的 ,他 们 中 大 多 数 通过 进行 一 项 独创 性 研究 获得 了 博士 (或 与 之 

相当 的 ) 学 位 ,但 决 不 能 说 他 们 在 研究 能 力 上 全 都 相同 ,因为 其 
中 不 少 人 可 能 缺乏 创造 性 的 想象 力 ， 

事实 上 绝 大 多 数 这 种 工作 属于 我 们 称 为 平凡 的 工作 ,就 是 
说 ,它们 只 限于 从 熟知 的 原理 中 引出 明显 的 结果 .这 些 数学 家 的 
学 位 论文 通常 甚至 都 未 发 表 ; 这 些 论文 是 在 “导师 ”启发 下 写成 
的 ,更 多 地 反映 了 后 者 的 想法 而 不 是 作者 的 观点 .因此 ,一 县 离 
开 了 导师 ,这 些 人 就 很 少 发 表 与 其 学 位 论文 直接 有 关 的 文章 , 随 
后 很 快 停止 发 表 有 创造 性 的 东西 .尽管 如 此 ,他 们 仍 具 有 无 庸 恬 
疑 的 重要 性 :除了 在 国家 科学 精英 的 教育 中 他 们 所 起 的 主导 作 
用 和 外, 正 是 从 他 们 中 间 在 大 学 最 初 几 年 里 就 能 挑 出 将 会 成 为 下 
一 代数 学 家 的 出 类 拨 区 的 学 生 , 如果 他 们 能 跟 上 自己 所 从 事 的 
学 科 的 现代 进展 ,并 用 这 种 知识 丰富 他 们 的 教学 ,他 们 就 能 唤 量 
忽 党 不 决 的 有 才华 的 学 生 , 把 这 些 学 生 推 荐 到 能 指导 他 们 迈 出 
作为 未 来 研究 者 的 最 初 几 步 的 同事 那里 去 . 

在 较 高 的 水 平 上 ,我 们 发 现 人 数 少 得 多 的 一 类 (尤其 在 美国 
这 样 的 国家 ,那里 需要 大 量 教学 人 员 ) ,就 是 能 超越 他 们 学 位 论 


交 中 所 做 工作 的 界限 ,甚至 涉及 完全 不 同 领 域 的 数学 家 群 ; 他 们 
常 能 在 研究 中 保持 活跃 达 30 年 左右 ,而 县 发 表 几 十 篇 名 创 性 论 
文 . 在 发达" 国家 ,把 好 的 年 份 和 差 的 年 份 算 在 一 起 ,你 可 以 说 
在 一 于 万 人 中 ,每 年 会 诞生 一 位 这 样 的 数学 家 ;这 样 ,公法 国 这 
样 大 小 的 国家 大 约 有 150 位 活 牙 的 有 创造 性 的 数学 家 ,而 像 美 
国 和 前 苏联 , 则 大 约 有 600 位 ,只 有 他 们 才能 有 效 地 承担 研究 生 
课程 的 教学 工作 ,通过 这 些 教学 传播 新 的 观念 ,也 只 有 他 们 才能 
有 效 地 指导 年 青 数学 家 从 事 研究 工作 ， 

最 后 是 伟大 的 革新 家 ,他 们 的 思想 使 他 们 时 代 的 数学 整个 
改变 进程 ,其 影响 有 时 机 超过 一 个 世纪 .但 是 ,正如 爱 因 斯 坦 对 
保 尔 瓦 莱 里 所 说 ,一 个 想 落 可 走 是 珍贵 呀 !"( 显 然 爱 因 斯 坦 在 
这 里 指 的 是 伟大 的 想 落 ). 在 18 世纪 ,我 们 可 以 数 出 六 ,七 位 这 
样 的 天 才 人 物 ,19 世纪 则 可 数 出 三 十 位 上 下 ,在 当代 我 们 可 以 
指望 全 世界 一 两 年 中 出 现 一 位 , 同 这 样 的 伟大 数学 家 一 起 工作 ， 
是 一 种 使 人 精神 振奋 、 获 得 丰富 教 益 的 经 历 ;哈代 说 他 同 李 特 尔 
伍德 和 拉 马 努 金 的 合作 是 “他 生命 中 的 决定 性 事件 ”([7], PP. 
88) ,对 于 我 同 布尔 巴 基 小 组 的 合作 ,我 也 能 说 同样 的 话 . [24] 

诺 贝 尔 奖 中 没有 数学 奖 , 但 从 1936 年 起 ,每 四 年 举行 一 次 
的 国际 数学 家 大 会 每 次 开会 时 颁发 两 枚 ,三 梳 或 四 校 称 为 “ 非 尔 
兹 奖 的 奖章 给 其 工作 由 一 个 国际 委员 会 裁定 为 最 杰出 的 教学 
家 ,得 奖 人 最 好 是 年 龄 小 于 40 岁 的 .迄今 为 止 共有 10 位 菲 尔 效 
奖 得 奖 人 来 自 美 国 ,还 有 5 位 法 国人 ,4 位 英国 人 ,3 位 斯 堪 的 纳 
维 亚 人 ,2 位 日 本 人 ,2 位 履 国 人 ,1 位 德国 人 ,1 位 比利时 人 .1 
位 中 国人 ,1 位 意大利 人 DP. 总 能 批评 这 些 奖 的 分 发 办 法 甚至 分 
发 原则 ,但 我 想 没 有 人 能 对 这 些 获奖 者 的 份 值 提出 怀疑 ,他 们 都 


QD 以 上 说 的 是 1986 年 前 的 情形 .在 1990 年 和 1994 年 两 次 大 会 上 ， 
又 有 8 位 数学 家 获得 菲 尔 慈 奖 , 其 中 有 2 位 法 国人 ,2 位 窑 国 人 ,1 位 美国 
人 ,1 位 日 本 大 ,1 位 比利时 人 ,1 位 新 西 兰 人 .一 一 译注 


EE 


在 其 科学 生涯 中 至 少 提出 过 一 个 伟大 想 荡 .此 外 ,我 们 应 当 在 这 
个 种 单 外 再 添上 15 位 左右 毫 不 逊色 的 数学 家 ,他 们 由 于 奖章 数 
目 有 限 而 未 获奖 . 

对 于 数学 家 ,国籍 问题 相 比 别 的 科学 的 研究 者 较 不 重要 ;一 
旦 克服 了 语言 障碍 (通常 通过 运用 英语 ) ,一 个 法 国 数学 家 在 谈 
到 他 的 概念 和 方法 时 对 一 个 中 国 数学 家 要 比 对 一 个 他 本 国 的 工 
程 师 亲 近 得 多 . 

数学 家 之 问 基于 国籍 的 自然 联系 要 比 基 填 学派 的 联系 少 得 
多 .虽然 许多 学 派 集中 在 一 个 国家 中 ,但 有 -一些 国家 活 获 着 若干 
学 派 ,而 且 学 派 的 影响 远 超 出 国界 .当然 ,它们 并 不 是 在 时 间 和 
空间 上 有 明确 界定 的 实体 ,但 由 一 种 持续 的 传统 联结 起 来 ,并 共 
有 一 些 大 师 以 及 某 些 受到 仿 爱 的 主题 和 方法 . 

1800 年 之 前 ,数学 家 人 数 很 少 ,分 布 不 广 , 也 没有 严格 意义 
下 的 门生 .尽管 如 此 ,从 17 世纪 中 叶 起 ,数学 家 之 间 通 信和 频繁 ， 
数学 研究 几乎 一 直 没 有 间断 地 在 前 进 . 从 年 代 上 说 ,最 时 的 数学 
学派 是 法 国 大 革命 后 在 巴黎 形成 的 ,这 是 由 于 综合 工科 学 校 的 
创建 提供 了 数学 家 的 播 篮 ,直到 大 约 1880 年 后 ,这 根 权 杖 才 由 
高 等 师范 学 校 接 过 去 .在 德国 ,高 斯 一 直 卓 尔 不 群 ,但 高 斯 之 后 
的 几 代 数学 家 在 一 些 大 学 中 创建 了 数学 研究 中 心 ,其 中 最 重要 
的 在 柏林 和 格 丁 根 ,在 英国 ,大 学 里 的 数学 和 研究 在 1780 年 后 进 
入 休眠 状态 ,直到 大 约 1830 年 由 于 剑桥 学 派 的 诞生 才 得 以 苏 
能 ,这 个 学 派 19 世纪 在 逻辑 和 代数 方面 特别 多 产 ,而 在 数学 物 

[25] 理 方面 一 直 光 彩 夺 目 直至 今日 .意大利 在 1700 至 1850 年 间 只 

有 几 个 孤立 的 数学 家 ,但 其 后 有 一 些 活跃 的 学 派 成 长 起 来 ,尤其 
是 在 代数 几何 .微分 几何 和 泛 范 分 析 和 领域 . 

在 加 革 纪 ,由 于 战争 和 革命 ,数学 学 派 经 历 了 许 包 盛况 兴 
网 .首先 是 有 些 国家 ,基于 极 不 相同 的 社会 和 政治 条 件 , 出 现 了 
难于 解释 的 奇迹 .1914 至 1918 年 战争 后 ,在 苏联 和 波兰 突然 出 
现 了 第 一 流 数学 家 群星 汇聚 的 局 面 , 面 这 两 个 国家 以 前 只 产生 


过 少数 有 国际 声望 的 科学 家 ,同样 的 奇迹 出 现 于 1939 至 1945 
年 戌 争 后 的 日 本 ,尽管 那里 又 脚 便 死 的 大 学 系统 使 得 日 本 学 这 
中 某 些 最 好 的 人 物流 失 到 美国 ， 

妨碍 数学 进步 的 有 些 因 素 是 易于 理解 的 ,在 法 国 , 年 理科 学 
家 群体 在 1914 至 1918 年 战争 的 中 流 尽 了 鲜血 ,于 是 法 兰 西 学 
派 变 得 围 伐 在 它 的 一 些 老 数 学 家 周 属 角 红 和信 睡 . 另 一 方面 ,德国 
在 保存 它 的 科学 家 的 生命 和 保留 它 的 大 学 的 伟大 传统 方面 做 得 
比较 好 ,这 就 保证 了 它 的 数学 学 派 具 有 非 同 寻常 的 影响 .许多 国 
家 的 大 学 生 到 德国 去 接受 训练 ,尤其 是 年 青 的 法 国人 ,他 们 热切 
地 努力 恢复 同 由 于 庞 加 莱 1912 年 去 世 而 被 址 忘 的 自己 国家 传 
统 的 联系 .但 是 ,1933 年 后 ,德国 和 意大利 学 汽 的 繁荣 被 法 西 斯 
残 雄 地 扼杀 ,只 是 到 1950 年 以 后 ,它们 才 得 以 重整旗鼓 ,而 这 一 
次 是 在 (很 有 意思 ,情形 正好 倒 过 来 ) 具 有 “布尔 巴 基 " 倾 向 的 法 
国 数 学 家 的 影响 之 下 .波兰 的 数学 学 派 在 肉体 上 被 消灭 了 ,因为 
半数 波兰 数学 家 惨遭 纳粹 杀 改 .直到 1970 年 后 他 们 才 恢 复原 有 
的 地 位 .至 于 英国 各 俄国 的 学 泥 ,他 们 尚 能 通过 战争 的 艰苦 磨 
难 , 设 有 遭 到 巨大 损失 . 

最 后 ,仔细 研究 一 下 美国 各 个 数学 学 派 的 建立 是 信 得 的 , 因 
为 它 说 明了 即使 在 一 个 人 口 众多 .资源 丰富 的 国家 ,培植 原本 并 
不 存在 的 研究 传统 是 何等 困难 .一 直到 1870 年 ,那里 并 未 出 现 
任何 有 声望 的 创 遗 性 数学 家 ;大 陆 的 开发 使 得 抽象 思维 的 空间 
所 剩 无 几 .1880 年 后 ,开始 了 创建 数学 中 心 的 最 初 努 力 ,就 是 六 
请 欧洲 (尤其 是 英国 ) 学 者 到 一 些 大 学 访问 和 任教 ,创办 数学 期 


刊 ,以 及 深 夫 有 才能 的 年 青 大 学 生 赴 欧 接受 欧洲 数学 的 基础 训 [26] 


练 .从 大 约 1900 年 起 ,这 些 努 力 获得 成 功 , 第 一 个 赢得 国际 注意 
的 数学 学 派 是 芝加哥 学 深 , 接 着 在 1915 至 1930 年 之 间 有 哈佛 
学 派 和 普林斯顿 学 深 , 大量 欧 洲 数学 家 因 极 权 主 义 政权 驱逐 面 
移居 美国 使 美国 数学 力量 得 到 意料 之 外 的 增强 . 正 是 这 批 人 为 
现今 土生 土 长 的 辉煌 的 美国 学 派 的 繁荣 作出 了 巨大 贡献 ,这 些 


学 派 以 其 在 群 论 .代数 拓扑 和 徽 分 拓扑 以 及 其 他 分 支 中 的 惊人 
发 现 而 处 于 这 些 领 域 的 及 泊 . 

在 印度 和 和 拉丁 美洲 ,数学 学 派 也 在 缓慢 地 发 展 ,但 由 于 致 治 
动乱 和 经 济 动 葛 而 站 到 更 多 的 困难 .中 国 在 经 历 了 60 年 的 动乱 
之 后 , 厦 来 也 已 进入 这 样 的 进程 ,从 那些 以 前 能 在 国外 从 车 数学 
研究 的 人 的 成 就 判断 ,很 快 就 会 有 某 些 极 有 才华 的 数学 家 出 现 
在 舞台 上 .不 过 ,许多 处 于 发 展 进程 中 的 国家 未 能 成 功 地 建立 持 
入 的 数学 学 派 . 此 外 ,数学 也 像 所 有 科学 一 样 ,研究 的 队伍 必须 
大 到 一 个 “临界 数量 " ,除非 例外 情形 (1900 年 后 的 斯 堪 的 纳 维 
亚 国 家 和 1900 至 1940 年 之 间 的 匈牙利 ), 国 家 太 小 就 不 能 指望 
有 真正 的 民族 学 派 ,而 多 多 少 少 需要 附属 于 人 口 较 多 的 邻 国 的 
学 谋 ， 

易于 理解 巨大 的 .活跃 的 数学 学 派 的 强大 吸引 力 . 一 个 只 车 
是 己 的 年 青 数 学 家 , 面 对 大 量 的 参考 文献 ,会 困惑 得 不 知 所 措 ， 
很 快 怀 会 厌 心 丧气 ,在 一 个 主要 的 中 心里 ,尚未 入 门 的 研究 者 ， 
昕 取 大 师 和 资历 较 深 的 同 些 以 及 国外 蜂拥 而 来 的 访问 学 者 的 看 
法 ,很 快 就 能 进入 阵地 ,区 别 哪 些 想法 和 结果 对 于 形成 他 的 工作 
的 基础 具有 本 质 的 意义 ,而 哪些 则 只 占 次 要 地 位 .他 能 得 到 指 
导 , 直 奔 关 键 论 著 ; 他 能 获知 当今 的 重大 问题 以 及 他 们 用 来 作为 
进攻 武器 的 各 种 方法 ;他 会 得 到 著 告 , 避 开 示 会 有 什么 结果 的 领 
域 ; 他 还 能 从 他 本 人 的 研究 与 他 同事 的 研究 之 间 的 始 料 未 及 的 
联系 中 受到 启发 和 鼓舞 ， 

由 于 有 了 这 些 专 门 的 研究 中 心 以 及 把 整个 地 球 联系 起 来 的 
通讯 网 络 ,今天 就 很 难 再 会 出 现 像 过 去 某 些 草 新 家 所 经 受 的 那 
种 缺乏 相互 了 解 的 局 面 .事实 上 ,现在 只 要 宜 布 了 一 个 重要 结 
果 , 紧 接 着 几 个 月 中 其 证 明 就 几乎 会 到 处 传播 ,并 有 很 多 人 忙于 

[2 ] 对 它 进行 仔细 的 考察 和 研究 . 


1. “纯粹 数学 和 "应 用 "数学 

眼下 “ 基 贺 科学 "和 "应 用 科学 "是 流行 名 词 .看 来 太 家 都 接 
至 ,一 门 科 学 或 一 门 科 学 的 某 一 痢 分 ,如 果 其 目的 在 于 理解 现 
象 ,那么 它 就 是 "基础 的 ”, 而 如 果 它 是 赣 根 于 由 人 更 为 其 自身 目 
的 (好 的 或 坏 的) 来 控制 这 些 现 象 , 那 么 它 毫 是 "应 用 的 " .如果 说 
有 些 估 由 于 “应 用" 科 掌 所 能 带 来 的 焕 害 面 对 它 心怀 届 忆 , 那 立 
很 省 有 人 对 " 基 柄 科学 的 价值 提出 质疑 ,可 能 的 语 把 它 同 由 它 
作出 的 应 用 分 离开 来 ， 

通常 与 应 用 数学 "相对 ,我 们 不 说 "基础 数学 "而 说 "纯粹 数 
党 ", 这 一 事实 意味 着 数学 的 这 两 沾 部 分 之 间 比 起 别 的 学 科 素 有 
更 包 的 区 别 ,确实 , 如 果 我 们 稍微 进一步 分析 一 下 这 两 个 名 闻 的 
诗意 , 训 会 得 出 这 样 的 结论 ;两 者 实际 上 是 醒 不 相同 的 黑 维 过 
程 ,或 许 称 为 "数学 "和 * 数 学 的 应 用 "全 更 好 些 ,事实 上 , 当 我 们 
比较 ,例如 分 子 生物 学 与 临床 病理 学 时 ,我 们 发现 两 者 那 衬 及 同 
一 对 和 拿 一 一 纺 胞 ,此 者 考虑 其 内 部 结构 ,而 后 者 考虑 的 是 由 细胞 
组成 的 大 体 器 官 的 整体 功能 .与 此 相反 ,数学 家 讨论 的 "对 象 "与 
工程 师 和 物理 学 家 处 理 的 对 象 根本 没有 相同 的 性 质 ; 下 一 章 在 
很 大 程度 上 就 是 致力 于 弄 清 什么 是 数学 “对 象 " ,然而 ,我们 现在 
就 可 以 说 , 古 看 腊 人 已 经 清楚 地 理解 到 的 是 ,我 们 的 感官 下 不 偶 [29] 
把 握 一 个 数 或 一 张 平 面 ,这 与 看 见 一 堆 便 果 或 一 墙 塘 不 同 ， 


那么 数学 的 “应 用 是 由 什么 组 成 的 呢 ? 在 我 看 来 它 能 描述 
如 下 . 它 的 任务 在 于 基于 物质 世界 某 些 对 象 的 性 态 所 遵从 的 一 
般 规律 ,预言 这 些 对 和 象 在 给 定 条 件 下 的 行为 .通过 使 物质 对 得 对 
应 到 认定 能 “表示 这 些 物质 对 象 的 数学 对 和 象 以 及 使 控制 前 者 的 
规律 对 应 到 数学 对 象 之 间 的 数学 关系 ,就 能 构造 所 研究 的 情形 
的 数学 模型 ;这样 原来 的 问题 翻译 为 数学 问题 .如 果 能 以 精确 或 
近 届 方式 解 此 数学 问题 ,就 可 再 把 所 得 的 解 翻译 回去 ,从 而 “* 解 ” 
出 原先 提出 的 问题 . 

来 自 当 令 世 界 的 一 个 例子 是 人 造 卫 星 和 宇宙 飞船 的 制导 . 
这 样 的 对 象 可 表示 为 空间 中 的 一 个 点 ,对 该 点 还 赋予 表示 其 质 
量 的 一 个 系数 即 一 个 给 定 的 数 ,点 的 位 置 可 通过 它 关 于 固定 华 
标 轴 系 的 3 个 坐标 (又 有 3 个 数 ) 确 定 ; 最 后 通过 时 钟 标记 观测 
该 点 所 经 历 的 时 间 ,又 得 到 另 一 个 数 . 字 宙 飞 船 受到 地 球 .月 球 、 
太阳 以 及 其 他 行星 的 万 有 引力 的 作用 ;在 相应 的 数学 模型 中 ,这 
些 力 表示 为 向 重 ,其 分 量 看 作 飞 船 坐 标的 函数 .于 是 按照 动力 学 
定律 ,飞船 的 运动 过 程 翻 译 为 一 个 数学 模型 即 一 个 微分 方程 组 
的 解 .数学 家 们 应 用 能 给 出 这 种 方程 组 的 近似 解 的 方法 ,就 可 得 
知 每 个 时 刻 飞 船 的 坐标 ,只 带 有 少量 误差 ,但 在 使 用 电子 计算 机 
以 前 ,为 得 到 这 些 数 据 需 要 进行 几 个 月 甚至 几 年 “手工 "计算 . 现 
在 我 们 有 高 效能 的 计算 机 ,得 以 几乎 在 瞬间 即 可 完成 这 样 的 演 
算 ,因而 我 们 能 预先 定 出 ,为 使 飞船 按 所 设计 的 轨道 运行 ,应 沿 
什么 方向 并 以 多 快速 度 发 射 

这 个 例子 是 特别 简单 的 情形 , 因为 它 只 涉及 到 3 个 称 为 飞 
船 难 教 的 数 作为 第 四 个 参数 即时 间 的 函数 的 计算 .通常 “参数 " 
的 数目 多 得 多 ,而 且 和 参数 之 间 的 关系 远 比 牛顿 定律 复杂 . 

在 17 和 18 世纪 ,为 力学 定律 和 行星 运行 ( 称 为 “天 体力 
学 ") 提 供 数学 模型 取得 了 巨大 戌 就 , 它 与 观测 结果 相符 到 令 人 

[30] 奖 叹 的 地 步 .事实 上 ,这 些 模 型 正 是 数学 最 早 的 实 实在 在 富有 成 

效 的 应 用 . 它 所 用 的 定理 属于 微 积分 的 所 谓 “ 初 等 "部 分 , 它 唤 起 


了 同时 代 人 的 钨 人 秘 , 但 现在 它 已 丧失 新 奇 的 魅力 ,中 学 最 后 一 年 
或 大 学 前 两 年 都 讲授 这 些 内 容 .于 是 数学 家 们 觉得 ,如 哈代 所 
说 , 它 " 单 调 桔 燥 , 令 人 厌烦 ,缺乏 美学 价值 ” .但 是 ,如 我 们 会 在 
第 四 章 中 看 到 的 ,对 于 一 个 数学 问题 来 说 ,即使 当 它 解决 之 后 ， 
也 不 引起 大 量 其 他 问题 ,这 是 十 分 罕见 的 .就 动力 学 微分 方程 组 
而 言 ,在 一 段 时 期 的 停滞 之 后 ,从 1880 年 起 , 随 着 H: 庞 加 匠 的 
工作 ,出 现 了 一 个 上衣 新 的 数学 领域 , 称 为 “动力 系统 "理论 , 它 富 
会 困难 诬 刻 的 问题 ,当前 很 多 数学 家 比 以 往 酝 何 时 候 都 更 热切 
地 致力 于 这 方面 的 研究 . 


2. 理论 物理 学 与 数学 


数学 对 物理 学 的 应 用 在 19 世纪 得 到 了 扩展 ,在 20 世纪 它 
仍 在 进一步 扩展 ,但 其 特征 有 了 变化 .在 为 流体 动力 学 .弹性 论 、 
电磁 学 .热力 学 以 及 稍 后 为 相对 论 和 量子 力学 等 新 理论 构造 数 
学 模型 时 ,数学 家 发 现 他 们 面 对 的 是 远 比 天 体力 学 数学 模型 更 
加 难以 对 付 的 问题 ,尤其 是 它们 涉及 所 请 偏 微 分 方程 .最 简单 的 
例子 之 一 是 “ 强 振 动 * 方 程 
dt2 
其 中 x 是 弦 上 点 的 位 置 ,# 是 时 间 , u(x,!) 是 弦 上 位 置 为 x 的 
点 在 时 刻 * 离开 该 位 置 的 距离 . 
尽管 菜 些 这 类 模型 可 追溯 到 18 世纪 ,但 那个 时 代 的 数学 家 
在 解 他 们 提出 欧 这 些 问题 时 多 少 无 能 为 力 . 为 获得 可 为 物理 学 
家 应 用 的 重要 结果 ,耗费 了 19 世纪 分 析 学 家 的 全 部 努力 . 热 而 


Ea 
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至 今 这 些 问 题 中 的 许多 问题 仍然 只 是 部 分 得 解 , 这 就 不 断 产生 [31] 


新 的 研究 和 新 的 解决 方法 ， 

因此 我 们 能 过 不 犹 琼 地 说 , 正 是 物理 学 的 需要 促使 数学 家 
创建 数学 的 一 个 新 分 支 , 它 称 为 泛 函 分 析 . 现 在 它 是 数学 中 很 可 
观 的 一 个 领域 ,并 在 不 断 前 进 并 衍生 出 各 种 新 的 分 支 .值得 注意 


的 是 ,有 时 把 专属 于 物理 学 的 某 些 概 念 (能 量 ,“ 最 小 作用 量 " 诛 
理 , 等 等 ) 移 植 为 数学 模型 ,能 得 到 解 泛 阔 分 析 中 基 些 方程 的 一 
般 方 法 . 

还 有 ,最 近 把 概率 论 应 用 于 统计 学 和 物理 学 导致 这 一 理论 
中 的 许多 工作 ;同样 ,运筹 党 和 自动 机 理论 促进 了 代数 学 某 些 分 
六 的 研究 . 


3. 经 典 时 代数 学 的 应 用 


牛顿 力学 及 其 在 天 文学 中 的 巨大 成 功 , 龙 其 是 克 莱 罗 预言 
哈 韦 著 星 的 返回 (精确 到 一 个 月 以 内 ) ,在 欧洲 知识 界 中 激 起 强 
烈 的 印象 ,甚至 包 揪 像 伏 尔 泰 这 样 对 数学 笔 对 一 无 所 知 的 文 
人 中 .至 于 对 18 世纪 的 数学 家 如 克 莱 罗 、 达 并 贝尔 和 拉 普 拉 斯 ， 
数学 的 这 些 非凡 应 用 以 及 随后 的 其 他 应 用 ,导致 他 们 设想 数学 
研究 的 基本 目标 是 为 力学 和 物理 学 提供 模型 ;任何 不 满足 这 些 
条 件 的 数学 分 支 则 被 认为 是 无 益 的 .可 以 忽 赂 的 . 当 欧 拉 写 信和 给 
克 莱 罗 告知 他 在 数论 中 得 到 的 一 些 结果 并 说 对 地 他 一 直 干 了 
14 年 时 , 克 莱 罗 只 作 了 这 样 的 评论 :“ 那 必定 是 一 个 充满 荆 球 的 
题材 ,跟着 立即 改变 话题 ,转向 他 感 兴趣 的 计算 行星 扰动 的 主 
题 ([5] ,PP. 129). 
17 世纪 之 前 ,数学 的 应 用 远 没有 像 和 牛顿 力学 所 引起 的 惊叹 
那 种 近 于 神奇 的 特性 . 事实 上 ,当时 数学 家 能 为 之 提供 模型 并 对 
[32] 其 现象 作出 合理 解释 的 ,只 有 4 种 学 科 . 它们 都 归功 于 古 希 腊 数 
学 家 ,而 此 后 直到 16 世纪 前 没有 出 现 过 新 的 思想 .这 4 门 科学 
是 :镜面 光学 {或 "反射 光学 "), 遂 力学 , 浮 体 平衡 学 ,这 三 者 的 後 
始 但 乎 都 不 里 于 公元 前 4 世纪 ,还 有 天 文学 ,有 文字 记载 的 第 一 
步 是 在 公元 前 5 世纪 ， 


WD 他 曾 写 道 ,他 永远 也 不 能 理解 ,为 什么 一 个 角 的 正 落 不 与 该 角度 
成 正比 ， 


这 些 应 用 都 仅仅 基于 几何 学 ,从 而 被 看 作 丈 何 学 的 附属 
学 科 吕 .由 于 缺乏 能 使 他 们 描述 任意 运动 的 数学 工具 ,诸如 只 有 
任 异 微 积 分 才 秀 合 用 的 数学 工具 , 古 着 腊 人 为 “追踪 "天 球 中 行 
星 的 运动 ,就 从 一 个 先 验 的 观念 开始 , 即 对 于 天 体 , 只 有 绕 一 个 
轴 ( 如 果 在 一 平面 上 , 则 是 绕 一 个 点 ) 的 均 名 旋转 才 是 可 接受 的 . 
他 们 把 它 归 之 于 至 高 无 上 的 “完美 性 ” ,无 疑 这 是 基于 这 些 天 体 
“神圣 性 "的 神学 观念 的 残余 .众所周知 ,这 导致 他 们 想象 出 相互 
运动 的 球面 或 “本 轮 气 其 中 心 画 出 别 的 圆 的 圆 ) 体 系 ,为 使 之 符 
合 以 后 变 得 越 来 越 精确 的 观测 ,这 个 体系 也 变 得 越 来 越 复杂 . 

但 在 进行 这 种 最 后 注定 要 失败 的 尝试 之 前 , 古 希 对 人 对 地 球 
以 及 其 直径 可 被 肉眼 清楚 地 估计 到 的 两 个 天 体 即 月 球 和 太阳 的 
形状 和 大 小 ,形成 了 虽然 近似 但 却 基本 上 正确 的 观念 .为 此 他 们 
只 运用 他 们 的 几何 学 ,以 独创 的 方式 把 它 用 之 于 观测 . 它 虽 然 简 
单 , 却 是 以 罕见 的 机 巧 来 选取 的 .我 要 在 这 里 概述 这 些 第 一 流 成 
就 ,在 精神 上 它 同 别 的 民族 对 待 同 一 现象 的 态度 极 不 相同 .甚至 
巴比伦 人 ,他 们 的 天 文学 是 最 发 达 的 ,但 除了 注意 到 这 些 天 体 的 
运行 (它们 的 升 起 和 降落 ,它们 的 会 合 和 相 蚀 ,等 等 ) 以 及 发 现 影响 
它们 的 多 重 周期 性 之 外 ,没有 再 前 进一步 ;我 们 没有 发 现任 何 迹象 ， 
说 明 在 他 们 的 思考 中 有 过 为 解 赤 这 些 现象 而 设计 的 几何 模型 

我 们 必须 记得 ,在 古代 世界 和 中 世纪 ,可 人 殿 天 文 观测 用 的 测 
量 仪 将 只 有 长 度 可 变 的 直 尺 , 它 称 为 “对 准 盘 ", 绕 着 一 个 有 刻度 
的 画 的 圆心 作画 转运 动 ,使 得 能 通过 置 于 该 装置 远 端的 一 些 洞 
进行 目测 ,确定 通 向 天 球 而 上 两 个 点 的 两 条 直线 之 间 的 风 角 ,其 


精确 程度 视 情况 而 异 ,用 最 好 的 这 类 仪器 或 许可 达到 圆 缠 上 一 [33] 


个 分 那样 的 精度 . 于 是 ,每 个 模型 都 得 适应 这 种 角 记 的 测量 . 


(DD 在 1900 年 前 后 重新 发 现 的 一 简 简短 论著 中 , 阿 基 米 德 解释 过 ,为 
了 想 出 他 关于 面积 .体积 和 重心 的 几何 定理 ,他 如 坷 把 所 讨论 的 图 形 分 成 
“薄片 "并 按 其 重 基 来 比较 这 些 菏 片 . 


这 方面 的 第 一 步 是 由 公元 前 6 世纪 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 跨 出 
的 ,他们 确信 地 球 、. 月球 和 太阳 是 球形 体 , 面 月 球 的 形态 是 太阳 
照 亮 部 分 变动 的 结果 ,这 种 变动 分 别 起 困 于 太阴 和 月 球 绕 他 们 
设想 为 固定 的 地 球 的 转动 . 他 们 知道 月 蚀 起 因 于 月 球 通过 地 球 
的 阴影 锥 (图 1) ;我 们 看 见 这 个 锥 在 月 球 上 的 痕迹 是 一 区 弧 ( 图 
2) 这 个 事实 只 能 用 地 球 表面 是 球面 的 假设 来 说 明 . 


对 月 球 进行 的 另 一 项 观测 使 他 们 发 现 距 离 TS 远 远 大 于 距 

离 了 和 .事实 上 ,在 第 一 象限 内 ,把 月 球 的 明亮 部 分 与 阴影 部 分 
分 开 的 平面 通过 了, 因而 直线 TL 垂直 于 愉 ( 图 3); 由 此 

7 

TS = oe. 
角 a 非常 接近 于 90( 与 9 之 差 小 于 1 分 ), 因 而 比 TLATS 的 阶 
为 0.003. 由 于 一 准 太 阳 很 困难 ,所 以 古 希 腊 人 设想 a 近似 于 
87°, 央 此 对 于 TS 所 得 的 值 过 小 ， 


图 3 


这 样 ,如 果 我 们 把 地 球 表 面 上 所 有 点 处 收 到 的 从 太阳 中 心 
发 出 的 光线 看 作 平行 线 ,就 只 会 产生 极 小 的 误差 ,这 使 得 爱 拉 托 
斯 特 尼 于 公元 前 大 约 300 年 得 出 地 球 半 径 的 第 一 个 近 杞 值 ,其 


DD 在 图 1 到 图 3 中 ,了 ,S$,L 是 取 所 说 三 个 天 体 中 心 或 取 在 其 表面 
上 的 点 .这些 点 取 法 的 变动 产生 的 误差 小 于 因 古 希腊 人 所 用 仪器 不 能 完 
普 而 引起 的 测量 角度 的 误差 . 


推理 过 程 如 下 .在 埃 玉 ,亚历山大 与 赛 仇 尼 ( 现 阿 斯 旺 ) 多 少 位 于 
相同 的 子午 线 上 (图 4). 在 夏至 这 天 ,中 午时 太阳 正好 在 赛 刁 尼 
头顶 上 ,同时 太阳 光线 与 亚历山大 处 的 铅 垂 线 作成 角 有 .由 于 角 
8 是 地 球 中 心 0 连接 亚历山大 和 赛 伊 尼 的 两 半径 构成 的 角 ,所 
以 两 地 之 间 子 千 线段 为 了 = 革 08 取 为 弧度 ) ,由 此 玉 = dAB, 而 
爱 拉 托 斯 特 尼 关于 有 虐 离 4 有 一 个 粗略 估 值 . 


有 了 如 的 值 ,如 果 我 们 知道 地 球 半 径 与 月 球 半 径 之 比 
4'B'/C'D'"( 图 2), 就 能 推出 地 球 到 月 球 的 距离 TL. 通 过 观测 
地 球 在 月 球 上 阴影 的 曲率 , 古 希 腊 人 判断 这 个 比值 近似 为 3; 事 
实 上 此 比值 为 3.7. 如 果 我 们 测 出 月 盘 所 张 的 和 角 :。, 那 么 就 有 

[34] {图 3)D =2r/e ,其 中 r 是 月 球 的 半径 ， 

应 当 注 意 ,我 们 方才 描述 的 数学 应 用 ,犹如 牛顿 及 其 18 世 
纪 继 革 者 的 天 体力 学 ,涉及 的 是 “基础 "科学 .在 人 造 地 球 卫星 发 
明之 前 ,它们 本 身 并 无 直接 的 “用 途 ”. 尽管 如 此 ,这 门 科学 所 获 
得 的 但 届 赞美 ,是 古 希 腊 人 以 来 绵延 不 断 的 传统 的 一 个 例证 ,这 
种 传统 ,如 亚 里 士 多 德 所 说 (后 分 析 简 》,9815b) ,就 是 不 把 科学 


的 价值 归 之 于 实用 或 歼 利 的 目的 ,在 这 蛙 我 们 接触 到 人 类 特 
征 之 一 一 一 好 奇 心 , 它 在 儿童 身上 就 已 非常 显 见 ,尽管 许多 成 人 
为 日 常 工作 和 智力 懈 性 所 渡 没 ,者 来 马 经 玄 失 好 奇 心 . 

当然 , 古 和 希腊 人 从 来 没有 想到 把 数 或 几何 图 形 的 性 质 从 它 
条 在 天 文学 中 的 应 用 星 分 离 出 来 . 相 友 ,从 公元 前 6 世纪 的 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 起 ,整数 常 带 有 神秘 主义 的 色彩 ,在 柏拉图 那里 这 一 
点 仍 很 显 见 , 它 一 直 延 续 到 今天 “命理 学 "名 的 异想天开 之 中 . 


4， 功利 主义 的 责难 


正 是 在 围绕 达 前 贝尔 的 圈子 ( 其 中 有 布 丰 , 尤 其 有 狄 德 罗 ) 
中 ,关于 数学 真正 地 位 的 争论 走 得 很 远 ,达到 了 这 样 一 点 :数学 
家 应 当 了 瞄准 的 唯一 目标 ,是 数学 对 于 其 他 科学 的 应 用 . 对 狄 德 罗 
来 说 ,数学 有 过 它 的 项 盛 时 代 , 现 在 它 对 经 验 不 能 增添 任何 东 
西 , 它 不 是 “使 敬 学 普及 "而 只 能 “在 自然 各 人 类 之 间 持 起 一 幢 兽 
布 .我 们 看 到 ， 文 化 革命 "的 原理 并 非 近来 才 有 的 ! 不 像 伏 尔 
泰 , 犹 德 罗 涉 猫 过 数学 ,但 他 应 当知 道 ,他 从 未 在 数学 中 做 过 独 
创 性 的 工作 .我 们 是 否 应 当 把 他 的 责难 归 之 于 这 一 点 ? 正如 让 
特 奈 尔 在 1699 年 就 已 指出 的 : “我 们 通常 总 把 我 们 不 理解 的 事 
物 称 作 无 用 ,这 是 一 种 报复 心理 ,而 因为 数学 和 物理 学 一 般 不 为 
人 所 理解 ,因此 它们 就 被 宣布 为 无 用 的 .” 

为 对 狂 德 罗 以 及 那些 时 至 今日 切 在 重复 他 对 数学 的 抒 击 的 
人 公平 起 见 ,必须 素 认 ,直到 20 世纪 初 ,力学 和 理论 物理 学 对 于 
“有 用 的 "技术 发 明 几 乎 毫 无 影响 : “简单 机 械 "( 杠 杆 、 清 轮 、 螺 旋 


QD 无 论 从 所 引 亚 里 士 多 德 全 集 希 腊 文 版 的 编号 981 或 所 引 内 容 
看 ,这 眉 话 似 出 自 《 形 而 上 学 》; 参见 亚 里 士 儿 德 ,形而上学 ,商务 印 书 饮 ， 
1991,PP.3., 一 一 译注 

@ ”命理 学 (numerology) 根 据 华 达 哥 拉 斯 万 物 都 可 归 为 数 的 思想 ,用 
数字 解 天 人 的 性 格 或 占 下 祝福 .一 一 译注 


[36] 等 等 ) 可 追 潮 到 冰 远 的 古代 ;蒸汽 机 先 于 热力 学 定律 ,甚至 内 燃 
机 和 航空 也 来 自 " 修 收 弄 弄 " 而 不 是 来 自理 论 . 只 是 到 了 今天 , 离 
开 基础 "科学 (因而 包括 数学 ;的 结果 ,技术 才 一 事 无 成 . 这 样 ， 
设想 把 数学 家 的 工作 限制 在 犹 德 罗 意义 下 可 以 “普及 的 工作 上 
的 革命 家 ,不 得 不 迅速 开 倒 车 . 
对 于 一 些小 册子 中 不 时 进发 的 攻击 纯粹 "数学 的 恼怒 , 仍 
然 是 很 难 理解 的 .有 许 许 多 多 别 的 学 科 , 例 如 宇宙 论 ,史前 学 , 考 
十 学 ,很 清楚 它们 是 毫 无 "用 处 "的 ,但 却 设 有 人 责难 它们 . 相反 ， 
当政 府 缩 减 对 于 它们 的 拨款 时 ,很 容易 激 起 支持 这 些 学 科 的 熏 
论 .我 们 基 否 又 应 援引 丰 特 奈 尔 的 名 言 ? 


S， 时 县 的 说 教 


轻视 无 用 "数学 的 人 应 当 看 到 ,在 当代 数学 的 大 量 成 果 中 ， 
相当 大 的 一 部 分 在 今天 明显 地 没有 可 以 想象 到 的 “应 用 ”. 他 们 
通过 坚定 不 移 地 断定 即使 是 这 些 部 分 也 会 在 未 来 某 一 天 变 得 
“有 用 "来 避 开 这 个 困难 .由 于 这 样 的 论断 涉及 不 能 确定 的 将 来 ， 
它 只 不 过 是 一 种 说 教 , 既 不 能 驶 倒 , 也 不 能 证 实 . 这 方面 无 法 辩 
了 驶 的 论据 是 , 开 普 勒 在 圆锥 曲线 理论 中 发 现行 星 绕 太 阳 运 行 的 
数学 模型 ,而 这 一 更 论 是 阿波 罗 尼 奥 斯 在 1800 年 之 前 论述 的 ， 
当时 并 无 把 它 “ 应 用 ”于 任何 一 件 事物 的 一 丁点 儿 企 图 . 最近 又 
能 添加 两 个 类 似 的 情形 :在 60 年 前 构想 的 黎 昌 几何 中 发 现 了 广 
义 相 对 论 的 模型 以 及 原子 和 “基本 粒子 "结构 ,其 中 群 论 和 希 尔 
伯 特 空间 起 着 重要 作用 . 

然而 这 里 有 数论 中 3 条 最 著名 的 定理 : 

工 《 欧 几 里 得 , 纺 公 元 前 300 年 ) 存在 无 穷 多 个 素数 (或 按 
其 原来 表述 ,每 个 自然 数 小 于 某 个 素数 )， 

下 〈 拉 略 朗 日 ,1770 年 ) 每 本 自然 数 能 写成 一 个 .两 个 .三 
个 或 四 个 自然 数 平方 之 和 的 形式 (例如 :7=22+12+12+4+12?， 

[37] 下 ( 维 诺 格拉 多 夫 ,1937 年 ) 存在 (很 大 的 ) 自 然 数 NN ,使 


得 每 个 大 于 NW 的 奇数 是 一 素数 或 是 3 个 奇 素数 之 和 9? . 

这 些 结论 陈述 的 都 是 涉及 自然 数 的 无 穷 性 的 性 质 .如 果 我 
们 减弱 这 些 陈 述 , 璧 如 说 ,限于 小 于 10 的 自然 数 , 我 们 仍 会 得 
到 相应 的 定理 ,但 绝 大 多 数 数学 家 就 会 对 它们 不 感 兴 趣 . 很 难 设 
想 一 种 物理 学 理论 会 需要 考虑 无 穷 数 集 ， 

还 有 另外 一 些 由 某 些 科学 史家 所 表述 而 使 数学 家 感到 惊讶 
的 观点 .这 些 人 并 不 满足 于 这 样 的 数学 中 论著 :它们 阐述 过 去 的 
各 种 数学 思想 ,力求 理解 它们 之 各 的 内 在 联系 和 相互 影响 ,按照 
这 些 人 的 看 法 ,还 有 必要 来 "解释 "数学 家 为 什么 选择 这 个 或 那 
个 研究 方向 以 及 他 们 是 怎样 得 出 他 们 的 结论 的 .我 得 承认 我 不 
理解 这 种 看 法 能 有 什么 意义 .一 个 创造 性 头脑 中 发 生 的 过 程 决 
不 会 有 合理 的 “解释 ", 这 一 点 在 数学 中 比 任 何其 他 心智 活动 中 
尤为 突出 ,我 们 仅仅 知道 它 需要 有 一 段 不 出 成 果 的 研究 阶段 ,有 
时 这 有 段 时 间 会 相当 长 ,接着 突然 “柳暗花明” ,显露 出 来 的 东西 得 
到 定形 ,所 有 这 一 切 ,都 由 席 加 药 以 其 切身 体验 很 好 地 描述 过 
([9]). 

至 于 数学 家 要 着 手 解 决 的 问题 的 起 源 , 则 几乎 总 是 在 同 别 
的 数学 家 的 接触 中 寻求 , 这 种 接触 或 是 通过 研读 经 典 论著 或 教 
学 性 图 书 ,或 是 通过 谈话 或 通信 ,或 是 通过 听取 讲演 . 但 这 对 于 
那些 科学 史家 还 不 够 ,他 们 是 要 对 数学 家 在 其 自身 学 科 中 形成 
的 概念 加 以 评判 ,并 竭力 进行 他 们 的 普遍 “解释 " 即 社会 环境 的 


QD 这 类 分 解 的 一 个 例子 是 33=23+7+3=11+11+11. 人 们 猜想 
这 种 分 解 对 酝 冲 的 咨 效 都 成 立 ,于 是 我 们 应 当 对 小 于 NN 的 整数 进行 验证 ; 
但 六 实在 太 大 ,即便 最 有 了 厂 力 的 计算 机 也 不 可 能 完成 这 种 验证 工作 . 如 果 
有 谈 者 设想 这 样 的 论断 在 数学 中 很 少见 ,那么 我 就 要 请 他 查阅 工 .也 . 迪 克 
森 所 闭 的 简 幅 达 1289 页 的 《数论 中》(History of the theor of mumbem ,2 
Yols. ,Camege JInstimmtie ,Washington) 卫 . 袜 , ,1920). 书 中 人 详尽 无 中 地 技 述 了 
上 从 纪录 时 期 至 1918 年 所 有 与 数论 有 关 的 文章 , 奶 果 要 论述 王后 在 这 一 数 
学 领域 中 所 做 的 全 部 工作 , 那 就 得 写 另 一 本 同样 箭 幅 的 书 . 


EEE 


当代 数学 ;为 了 人 天 心 餐 的 荣 如 


影响 .这 是 知识 界 许多 人 宣布 的 一 个 熟知 的 教条 ,希望 以 此 来 贬 

138] 低 个 别人 人 物 的 贡献 和 创造 力 并 同 他 们 所 谓 的 “尖子 主义 "进行 战 
斗 .我 没有 能 力 来 判断 这 个 教条 在 其 他 科学 中 的 正确 性 ,尽管 我 
不 能 看 出 牛顿 或 爱 因 斯 坦 所 生活 的 社会 如 何 影 响 他 们 的 发 现 . 
但 在 数学 中 ,不 算 为 其 也 科学 提供 模型 的 那些 部 分 ,在 我 看 来 ， 
鉴于 过 去 时 代数 学 家 的 工作 方式 和 当代 数学 家 的 表现 ,这 个 教 
条 是 十 足 雇 误 的 .怎么 能 设想 像 托 勒 密 王朝 时 代 的 亚历山大 ,路 
易 十 五 时 代 的 巴黎 或 腓 特 烈 二 世 时 代 的 宾 林 ,还 有 斯 大 林 时 代 
的 苏联 这 样 不 同 的 社会 环境 对 上 面 引述 的 欧 几 里 得 、 拉 格 朗 日 
还 有 维 诸 格拉 多 夫 的 数论 定理 会 有 什么 共同 的 东西 ? 

这 个 教条 还 有 另 一 方面 , 即 宣称 它 看 出 了 科学 研究 人 员 期 
望 自 己 的 工作 对 社会 “有 用 "的 动机 .对 此 我 只 引用 哈代 所 说 的 
话 (17] ,PP. 19): “如果 一 位 数学 家 ,一 位 化 学 家 或 甚至 一 位 生 
理学 家 告诉 我 ,他 的 工作 动力 是 使 人 类 得 益 的 意愿 , 那 我 是 不 会 
相信 他 的 (如 果 我 相信 他 ,我 也 不 会 因此 对 他 有 更 高 的 评价 ).” 
我 确信 , 绝 大 多 数 数学 家 都 这 么 想 , 尽 管 他 们 可 能 由 于 害怕 被 占 
主导 地 位 的 “知识 界 " 耻 笑 而 不 公开 这 样 说 ， 


和 ， 人 小结 


让 我 们 把 本 章 长 长 的 讨论 用 几 句 话 总 结 一 下 . 

数学 中 有 一 个 完整 的 重要 领域 , 它 产生 于 为 其 他 科学 提 
供 模 型 , 毫 无 疑问 不 能 风 低 这 个 领域 .尽管 如 此 , 它 在 当代 数学 
中 所 占 的 比重 肯定 不 超过 30% 到 物 免 ;如 果 我 们 浏览 < 数学 评 
论 》 月 刊 ( 它 对 数学 及 其 最 重要 应 用 中 发 表 的 论著 给 出 概略 分 
析 ) ,就 能 容易 地 看 出 这 一 点 . 

H 我 们 能 同意 哈代 所 说 (17],PP. 20) ,激励 数学 家 做 研究 
的 主要 动力 是 智力 上 的 好 奇 心 ,是 谜团 的 暖 引力 ,是 穷 究 真理 前 
需要 ;正如 希 尔 伯 特 所 说 : “问题 就 在 那里 ,你 必须 解决 它 ”. 我 们 
会 在 第 四 章 中 看 到 ,这 种 永 不 满足 的 激情 如 何 导 致 大 量 问 题 离 
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奇 地 绽开 嫩 芽 ,使 得 数学 家 们 了 永 不 止息 地 投身 于 这 些 问 题 的 研 
究 . 
当然 ,在 这 之 后 还 有 其 他 动机 ,它们 是 毫 不 丢脸 的 ,是 数学 


家 与 许多 其 他 人 群 分 享 的 ,诸如 在 身后 留 下 某 些 恒久 作品 的 [39] 


望 ,肯定 也 有 这 样 的 抱负 , 即 在 生前 就 获得 对 他 们 所 做 工作 的 尊 
章 . 

上 数学 家 清楚 地 意识 到 ,这样 的 舍 重 只 能 来 自 他 的 同行 . 
他 生活 在 一 个 封闭 的 圈子 里 ,几乎 与 外 部 世界 不 适 音 讯 ,而 且 除 
为 其 他 科学 提供 模型 的 那些 部 分 外 ,他 正 是 在 这 个 圈子 里 得 到 
自己 研究 的 问题 

KR 不 管 一 个 数学 家 对 自己 的 工作 可 能 有 多 高 的 看 法 ,只 有 
他 的 同行 的 评定 才 会 建立 其 价值 .显然 他 的 结果 必须 是 “不 平凡 
的 .他 们 克服 的 困难 愈 大 ,他 们 所 解决 前 问题 此 前 被 不 成 功 地 
委 试 的 次 数 全 多 ,他 们 获得 的 欧美 就 意 热 烈 . 除 此 之 外 ,没有 适 
用 于 一 切 时 代 和 所 有 数学 家 的 评价 标准 “一 般 性 "或 “深度 "这 
样 的 词 是 常常 用 到 的 ,但 其 意义 对 于 使 用 这 些 词 的 人 并 不 总 是 
相同 的 .数学 中 也 有 一 时 流行 的 风尚 , 它 把 某 些 领域 暂时 拔高 而 
牺牲 另外 一 些 领域 .这 种 品味 上 的 歧 异 使 人 想起 围绕 艺术 作品 
的 争论 ,事实 上 数学 家 之 间 也 常 讨论 一 条 定理 是 否 为 更 “美的 ” 
或 不 那么 “美的 ”. 这 一 点 总 是 引起 从 事 其 他 学 科 的 人 们 的 惊奇 : 
对 于 他 们 ,唯一 的 标准 是 一 门 理论 或 一 个 公式 的 “真实 性 ”, 即 它 
在 多 大 程度 上 能 满意 地 说 明 观 测 到 的 现象 .在 数学 中 ,在 根据 普 
遍 接 受 的 逻辑 规则 已 经 证 明 的 意义 下 ( 见 第 三 六 两 章 ), 所 有 结 
论 都 是 真 的 ;数学 中 没有 未 加 证 明 的 论断 的 位 置 .因此 ,评价 
数学 工作 就 需要 另外 的 标准 ,这 些 标准 不 可 避免 地 具有 主观 色 
彩 , 这 就 使 得 有 些 人 说 数学 更 多 地 是 一 门 艺术 而 不 是 一 门 
科学 . 


人 ， 
St 


尽 畦 所 有 古代 广 明 为 注 足 日 常生 活 需 要 ,不 和 神 不 发 展 算术 
鸿 算 和 空间 测量 手段 ,但 只 有 古 希 及 入 队 公 元 前 香 世 弓 开 始 , 想 
到 分 析 这 些 手 段 背 后 的 一 连 帅 推理 , 俯 而 创造 了 --- 种 般 新 的 思 
堆 方 式 . 在 本 章 中 ,我们 试图 弄 清 古 希 腊 数 学 的 本 质 特 征 以 及 广 
艺 复 与 时 代 至 18 世 志 来 的 数学 家 所 带 来 的 出 平 意 翌 的 成 时 如 
此 钱 起 的 爱 展 ， 

在 82 和 和 83 中 .我 们 将 提 中 讨论 古 希 腊 数 学 的 两 个 基本 
特征 : 

11 从 未 公证 胃 的 命 古 .公理 和 各 设 出 发 通过 相 此 的 亚 辑 排 
断 作出 证 明 的 现 写 .必须 强调 ,只 有 借助 右 踊 运用 脖 辑 的 技巧 ， 
这 个 现 意 才 人 委 付 诸 和 实践 ,而 这 种 按 廿 是 由 古 希 脐 冰 学 学派 培育 
的 .一 个 特 别 引 不 注目 的 便 子 是 * 反 证 计 " 原 理 , 它 是 由 逐 辑 学 家 
提 烽 的 工具 , 却 成 为 数学 推理 的 支柱 之 一 . 

2) 数学 家 其 过 的 对 象 同 实际 滴 算 中 所 用 的 东西 具有 相同 
的 名 称 : 数 .几何 图 形 , 量 .但 从 柏 拉 图 时 代 超 .数学 家 已 意识 到 ， 
在 这 些 镍 称 下 ,已 们 是 在 对 完全 不 同 的 实体 即 非 特征 的 实体 进 
行 推理 ,这 种 非 牺 盾 实 体 是 从 人 们 的 感官 所 能 感知 的 对 象 “通过 
抽象 得 到 的 , 面 后 者 只 是 前 者 的 “形象 "， 

4 讨论 于 何 图 形 的 景 筷 ,我 们 在 该 节 中 要 揭示 ,通过 公理 
荆 巴 几何 学 “ 抽 瘟 "对象 的 性 质 如 何 使 得 这 些 对 象 同 它们 的 " 形 

[4i] 和 象 之 间 产 生 涡 肇 的 状 别 ,以 及 由 于 这 种 差别 在 寻求 定 冰 这 此 对 
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象 的 适当 词汇 方面 出 现 了 什么 样 的 困难 ,为 了 能 首 消 这 些 观 念 ， 
我 们 将 不 在 这 里 停 下 来 去 详细 追 述 这 些 概 念 的 历史 变迁 (在 第 
六 章 中 我 们 会 回 到 这 个 论题 ) ,而 是 一 下 由 到 幅 施 和 和 和希 尔 伯 特 于 
19 世纪 末 所 跨 的 一 步 . 他 们 两 人 明了 可 了 欧 几 里 得 公理 方法 的 独 
创 精神 ,填补 了 他 的 空 昌 ,通过 断言 正 是 制约 数学 对 象 的 公理 定 
义 了 这 些 对 象 , 一 劳 永 第 地 避 开 了 这 些 困难 ， 

在 $5 中 ,我 们 以 同样 的 方式 致力 于 讨论 其 "形象 "是 人 们 
感官 所 感 千 的 实在 的 数 和 量 的 数学 对 象 .整数 概念 的 “抽象 " 特 
征 总 是 在 主 和 希腊 算术 中 显示 出 来 ,而 殉 几 里 得 关于 整数 的 可 除 
性 和 素数 的 图 述 仍然 具有 重大 价值 ,至 今 还 在 讲授 ,虽然 不 像 欧 
几 里 得 的 几何 学 ,并 未 把 这 些 内 容 置 于 公理 式 理论 的 形式 中 ,但 
为 使 它 歼 得 此 种 形式 只 需 添 加 少许 东西 (第 六 章 ). 

与 此 相反 ,不 可 公 度 量 的 发 现 使 古 希腊 人 的 量 的 度量 概念 
出 现 了 危机 .事实 上 ,看 来 从 前 毕 达 格 拉 斯 学 派 总 是 认为 ,一 旦 
对 某 类 量 选 定 了 一 个 单位 ,那么 每 个 这 类 量 关于 此 单位 必 且 “可 
会 度 的 "一 一 我 们 喜欢 说 成 它 的 度量 是 一 有 理 数 .为 克服 这 个 困 
难 , 古 希腊 人 创造 了 新 的 数学 对 象 , 即 同类 量 之 间 的 比 .这 些 对 
象 是 以 这 样 的 方式 公理 式 地 定义 的 :一 旦 对 一 类 量 选 定 一 个 单 
位 ,那么 局 一 类 中 的 量 对 此 单位 之 比 构成 我 们 所 说 的 正 实数 全 
的 一 个 部 分 ,这 个 部 分 富有 有 理 数 ,还 含有 某 些 无 理 数 ,但 所 讨 
论 的 主题 不 允许 我 们 确切 地 划 定 其 界限 . 

无 疑 是 由 于 看 学 理由 ,柏拉图 学 派 的 数学 家 遵守 关于 运用 
三 类 几何 量 一 一 长 度 \ 面 积 \ 体 积 的 禁忌 .例如 ,不 能 把 长 度 的 度 
量 与 面积 的 度量 相 加 ,两 个 长 度 度 量 之 积 是 一 个 面积 度量 (三 个 
长 度 度量 之 积 是 一 个 体积 度量 ) 面 不 是 长 度 度量 .虽然 几何 学 可 
以 容纳 这 些 限 制 ,但 当 我 们 对 实数 进行 演算 时 ,这 些 限制 使 代数 
运算 变 得 不 可 能 .为 使 采纳 这 类 运算 得 到 认可 ,曾经 需要 笛 卡 儿 
的 权威 ,尽管 革 些 数学 家 在 前 凡 个 世纪 中 早已 握 出 过 这 些 运算 . 
山 后 同类 重 之 间 的 “ 比 " 就 等 同 于 实数 ,不 必 再 特别 指明 所 考虑 


在 $7 和 $8 中 ,我 们 要 揭示 ,连同 中 世纪 和 文艺 复兴 时 代 发 
明 的 方便 记号 ,上 述 改革 不 仅 使 代数 的 发 展 成 为 可 能 ,而 且 也 使 
坐标 方法 这 一 极为 重要 的 发 更 成 为 可 能 .这 样 ,一 方面 , 它 为 欧 几 
里 得 几何 学 提供 了 代数 模型 , 另 一 方面 ,就 有 可 能 出 现实 变量 的 
实 值 函 数 这 个 一 般 概 念 ,这 是 证 希腊 人 始终 未 曾 想 到 过 的 概念 . 

最 后 ,在 865 和 $9 中 引进 两 个 基本 数学 概念 一 一 过 近 以 及 
由 之 导出 的 极限 , 古 希 腊 数 学 家 通常 通过 几何 “ 作 图 "来 解 代数 
问题 ,例如 , 欧 几 里 得 通过 圆 与 直线 之 交 作 出 一 个 “ 比 ” 的 平方 
根 ,而 梅内 克 织 斯 通过 两 条 图 锥 曲线 之 交 来 作 立 方 根 .我 们 在 欧 
几 里 得 那里 还 找到 田 一 种 定义 平面 上 非 和 多边形 图 形 面积 的 度量 
的 想法 :把 所 给 图 形 置 于 两 列 多 边 形 之 间 ,而 这 两 列 多 边 形 面 积 
之 差 艳 于 零 . 阿 基 米 德 反 复 使 用 这 一 想法 ,这 种 想法 在 17 世纪 
得 到 推广 ,从 而 有 可 能 证 明 , 例 如 ,n 次 (ns4) 根 的 存在 性 ,这 
是 古 希腊 人 用 作 图 手段 达 不 到 的 . 当然 ,为 验证 这 些 方法 ,有 必 
要 引进 一 个 公理 ,直到 19 世纪 柯 西 以 "六 区 间 赛 公理 "的 名 称 使 
它 最 终 明 显 出 现 之 前 ,这 个 公理 一 直 是 没有 得 到 清楚 指明 的 .这 
一 公理 连同 欧 几 里 得 的 那些 公理 ,完成 了 所 有 实数 构成 的 集合 
的 公理 式 定 义 , 它 为 微 积分 提供 了 坚实 的 基础 ; 微 积分 是 于 17 
世纪 发 明 的 学 科 , 它 注定 要 成 为 纯粹 数学 及 其 应 用 的 最 强 有 力 
的 工具 ， 


1， 准 数学 观念 的 诞生 


在 当代 社会 ,孩提 时 代 就 已 获得 数 和 度量 的 观念 .从 十 二 三 
岁 起 它们 就 显得 如 此 “ 自然", 以致 其 使 用 成 为 无 意识 的 事情 . 然 
而 , 皮 亚 杰 通 过 实验 揭示 ,虽然 “任意 ”一 个 自然 数 的 观念 可 能 在 
很 年 幼 时 即 能 掌握 ,但 其 些 类 型 的 量 诸如 体积 或 重量 就 是 另 一 
回 事 ,即使 12 岁 的 孩子 在 比较 两 个 属于 相同 的 这 些 类 型 的 量 时 
仍然 会 有 概念 上 的 困难 . 民族 学 家 磁 到 过 一 些 原始 社会 ,超过 车 


干 单位 的 整数 便 没 有 名 称 , 当然 就 更 不 能 用 于 计算 . [43] 

由 埃及 和 巴比伦 这 些 最 早 的 东方 文明 流传 下 来 的 记载 过 于 
零碎 ,不 能 使 我 们 领会 这 些 文 明 中 算术 或 初步 的 几何 学 得 以 形 
成 的 道路 .从 公元 前 第 二 个 一 千年 起 ,它们 已 显得 充分 地 得 到 发 
展 . 当然, 我 们 不 在 这 里 讨论 抽象 的 构思 ,而 是 讨论 专门 的 书记 
阶层 传 下 来 的 一 些 诀 容 ,它们 是 专 为 解决 达到 一 定 商 度 的 农业 
社会 结构 所 提出 的 实际 问题 一 一 交换 、 租 金 ,诉讼 以 及 财产 分 割 
等 问题 而 设计 的 9. 

对 我 们 试图 达到 的 目的 而 言 ,没有 必要 详细 阐述 留 传 至 今 
的 文件 中 所 解 的 数学 问题 .我 们 只 想 握 一 下 ,在 算术 方面 ,他 们 
已 有 分 数 、 算 术 数 列 或 许 还 有 几何 数列 以 及 “三 分 律 "知识 .在 巴 
比 伦 人 那里 我 们 甚至 能 发 现 等 价 于 二 次 方程 的 问题 的 解 . 例如 ， 
有 一 块 泥 板 ,上 画 一 正方 形 ,并 有 下 述 文字 ;“ 车 把 正方 形 边 长 加 
其 面积 得 3/4, 其 边 为 何 ?” 书 记 人 员 想 的 是 一 个 方程 ,我 们 可 把 
它 写 为 


2 十 和 = 了 


对 此 韦 记 员 以 与 我 们 会 采取 的 同样 方法 解 该 问题 :他 把 方程 两 
这 同 加 1/4, 从 而 发 现 x + 172 的 平方 为 1, 由 此 他 得 到 x = 172， 

在 平面 几 柯 领域 中 , 可 能 连同 一 些 工 具 , 诸 如 淘 工 旋 盘 、 测 
量 人 员 的 描 图 尺 和 石 叶 的 直角 器 的 合用 ,已 经 知道 矩形 、 三 角 
形 .梯形 .直角 和 贺 等 这 样 一 些 几何 图 形 .巴比伦 人 还 有 相似 这 
种 想法 ,他 们 有 一 正文 字 说 ,有 一 楼 梯 , 每 一 阶 的 高 度 与 宽度 之 
比 与 此 楼 梯 的 高 度 与 水 平 投影 之 比 相同 { 图 5). 另 一 方面 , 古 希 
颈 人 把 测量 金宇 塔 高 度 的 一 种 方法 归功 于 泰勒 斯 ;但 无 庚 置 疑 ， 


QD 上古 希腊 作家 强调 这 样 的 事实 :由 于 尼罗河 泛 浇 改 变 田 地 的 界限 ， 
必须 求助 其 有 专门 技能 的 书记 人 员 ,他 们 过 合掌 管 公式 ,使 每 个 人 在 省 入 
后 能 重新 获得 与 他 承 先 拥有 的 土地 相当 的 一 片 田地 ， 


| 


十 埃及 人 已 知道 这 种 方法 :观测 金字 塔 影子 的 长 度 ,金字 墙 高 度 

[44] 与 其 影子 长 度 之 比 等 于 一 :棍棒 高 度 与 其 影子 长 度 之 比 (图 6). 
至 于 立体 几何 ,现存 的 一 些 宏伟 建筑 说 明 建 筑 师 和 石 折 有 一 点 
经 验 性 知识 ,对 此 我 们 难以 说 清楚 . 


所 出 现 的 概念 涉及 的 都 只 是 具体 的 对 象 : 对 一 堆 物 体 计数 ， 
对 可 以 相 加 或 相 减 的 量 例 如 长 度 、 面 积 、 体 积 、 重 量 、 前 度 等 加 以 
测量 , 每 种 这 样 的 量 都 本 了 一 个 单位 而 且 还 常 取 其 倍数 和 约 数 ， 


上 面 提 到 的 读 竹 所 涉及 的 例子 中 ,数据 都 是 已 指定 的 ;它们 
是 一 些 计 算 程序 ,例如 计算 形状 和 大 小 为 已 知 的 图 形 如 等 腰 三 
角形 、 知 形 、 梯 形 或 回 的 面积 ,但 没有 给 出 一 般 的 验证 . 自然 ， 
我 们 找 不 到 公款 一 一 在 我 们 所 理解 的 这 个 词 的 意义 下 即 对 任意 
的 或 不 特意 指定 的 数据 都 成 立 的 公式 .计算 程序 的 一 般 狂 ,只 有 
当 给 出 一 系列 数据 变动 的 例子 时 ,才能 加 以 玺 义 . [45] 


2. 证 明 的 思想 


留 传 到 我 们 手中 的 公元 前 7 世纪 和 6 世纪 十 希腊 作家 一 些 
著作 的 片段 能 使 我 们 在 其 中 辨别 出 我 们 所 说 的 运转 演绎 即 一 系 
列 推理 一 一 后 来 汇编 为 各 种 三 段 论 法 各 一 一 的 例子 , 它 坚 使 一 
个 对 话 者 一 旦 接受 断言 P ,就 得 接受 断言 C@; 但 没有 任何 别 的 
古 我 文明 留 下 在 此 之 前 任何 类 似 的 文献 , 大 家 知道 ,从 公元 前 5 
世纪 起 ,正如 智者 浜 的 论著 和 柏拉图 对 话 录 的 片断 所 表明 的 , 古 
希腊 思想 家 中 出 现 了 一 些 大 师 , 他 们 普 于 把 一 个 论证 排 成 远 辑 
演绎 顺序 . 他 们 发 现 这 些 推 理 能 以 任何 人 类 活动 作为 对 象 ,尤其 
是 以 算术 和 几何 决 窒 作 为 对 象 ,无 颖 这些 雇 窒 来 自古 埃及 文明 
和 巴比伦 文明 .它们 成 为 把 定理 连结 在 一 起 的 证 明 . 

传说 第 一 批 定 理 始 于 公元 前 了 世纪 末 的 奉 勒 斯 ,但 这 只 是 
通过 后 来 的 文本 得 知 的 ,而 且 也 不 知道 它们 的 证 明 , 如 果 存 在 这 
样 的 证 明 的 话 , 然而 ,大 家 承认 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 各 种 定 
理 ~… 一 其 中 当然 有 的 知 的 “ 毕 达 再 拉 斯 定理 ”一 一 是 伴 有 证 明 
的 ,尽管 其 性 质 仍然 并 不 清楚 .包含 证 明 的 第 一 批文 字 只 能 在 柏 


(WD ”对 于 某 些 条 边 形 , 它 们 只 给 出 面积 的 近似 值 ; 另 一 方面 ,对 于 图 ， 
某 些 古 埃 及 文本 给 出 + 的 较 好 近似 值 3.16. 

名 逆 辑 学 家 设计 了 各 种 三 纂 论 , 其 中 有 些 从 未 被 数学 家 用 过 . 

中 ”用 字母 来 标志 未 特别 指明 的 命题 这 种 做 法 可 追 滴 到 亚 里 士 多 
德 . 


拉 图 和 亚 里 上 多 德 的 著作 中 找到 . 

在 称 为 & 米 诺 简 # 的 对 话 中 , 苏 娩 拉 底 让 一 个 年 青 的 未 受过 
教育 的 又 隶 作 一 个 正方 形 ,使 其 面积 为 给 定 正 方形 ABCD 的 面 
积 的 两 倍 ( 图 7). 那 护 子 先 说 把 边 长 加 倍 即 可 作出 , 苏 格 拉 底 告 
诉 他 这 个 正方 形 的 面积 不 是 48CD 面积 的 两 倍 面 是 四 倍 . 苏 格 
拉 底 然后 让 他 画 一 正方 形 4A'B'C'D' ,每 边 等 于 4ABCD 的 对 角 
线 , 并 证 明 此 正方 形 具 有 所 需 前 性 质 . 这 是 把 毕 达 哥 拉 斯 定理 应 
用 于 等 慰 直 和 角 三 角形 这 种 特殊 情形 . 其 证 明 是 先 说 明正 方形 
ABCD 能 被 它 的 对 角 线 分 成 四 个 全 等 的 三 角形 ,其 中 每 个 三 角 
形 ,例如 三 角形 DO4 ,全 等 于 在 048 的 射 边 上 向 另 一 侧 作 的 三 
角形 4'48B ;因此 我 们 得 到 8 个 全 等 于 04B 的 三 角形 ,而 这 8 个 

[46] 三 角形 合 起 来 即 为 正方 形 4'B'C'D' .为 让 人 确信 , 欧 几 里 得 稍 
后 从 一 系列 先前 的 定理 推出 三 角形 04B 与 4'4B 全 等 . 苏 格 拉 
底 在 这 里 只 满足 于 让 他 的 对 话 者 尖 认 这 一 事实 . 


第 二 个 证 明 是 亚 里 士 多 德 记录 下 来 的 , 它 来 自 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 ,也 涉及 等 腰 直 角 三 角形 这 个 图 形 . 它 是 “ 反 证 法 "的 已 知 的 


最 早 例子 ,而 这 种 证 法 后 来 成 为 数学 的 一 个 基本 工具 由. 它 还 是 
关于 不 可 能 性 的 论断 的 最 早 例 子 .这 条 定理 说 ,等 爵 直 角 三 角形 
的 斜 边 与 其 一 直角 边 之 比 不 可 能 是 分 数 p/q (其 中 p,q 是 整 
数 ). 率 实 上 ,由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,这 样 的 分 数 会 有 人 性质 (Pvry)2 
= 2. 我 们 可 以 假定 所 述 问 题 “简化 为 "pp 和 gg 不 同时 为 司 教 的 情 
形 : 如 果 p,q 两 者 都 能 被 2 整除 , 则 可 用 2 除 p,9 而 不 改变 pvg 
的 值 ,必要 时 重复 做 若干 次 ,就 能 达到 “简化 "情形 .现在 p? = 
29” ,又 由 于 奇数 的 平方 (2a+1)2=4f(n2+m)+l 是 奇数 ,所 以 
P 必 是 俩 数 , 设 P = 2p' .现在 4p = 292, 从 而 92= 2p72, 因 此 9 
也 必 是 公教 :我 们 得 到 了 错误 的 结论 ,因此 我 们 由 之 出 发 的 假定 
是 站 不 往 脚 的 .这 里 进行 推理 的 出 发 点 是 奇数 和 帆 数 的 基本 性 
质 , 这 也 晤 毕 达 哥 拉 斯 学 洪 所 吾 爱 的 .在 歇 几 里 得 {几何 原本 3 第 
以 卷 中 也 能 发 现 辣 样 的 偏爱 ,尽管 那 时 这 个 主题 已 变 得 “平淡 无 
亲 ”. 


3. 公理 和 定义 


证 明 必 须 按 一 系列 推理 来 进行 的 方式 由 柏拉图 在 《理想 
国 ?台中 用 一 段 著名 的 话 ( 该 书 第 六 着 ,510,c,d) 很 好 地 描述 ， 

“0 究 几何 学 和 算术 .…… 的 人 从 假定 亲 数 和 候 数 或 各 
种 图 形 以 及 三 种 角 .……: 开始 .他 们 把 这 些 东 西 看 成 已 知 的 ;他 们 
把 这 些 东 西 作为 假设 ,并 不 觉得 需要 对 自己 或 别人 作 任何 说 明 ， 
而 把 它们 看 作 自明 的 .然后 ,他 们 从 这 些 假设 出 发 ,通过 一 系列 
首尾 一 黄 的 步 又 ,最 后 达到 所 寻求 的 结论 .” 

各 个 时 代 的 数学 家 一 直 保 留 了 这 种 方法 .但 是 关于 柏拉图 
所 说 的 “假设 "的 性 质 (要 注意 他 从 未 用 过 “真实 "这 个 词 ) 以 及 它 
们 所 应 用 的 实体 ,从 柏拉图 时 代 以 来 ,数学 家 和 哲学 家 们 从 未 停 


(DD 有些 人 把 这 个 证 明 的 出 现 娩 作 数 学 的 真正 诞生 . 
地 中 译本 : 柏拉图 ,理想 国 ,商务 印 书 迟 ,1994. 一 -一 译注 


止 过 深入 思索 ,这 就 是 称 为 "数学 基础 "的 问题 . 

柏拉图 的 许多 对 话 , 如 其 题目 所 示 , 试 图 前 明 流 行 语言 中 许 
多 其 会 意 并 无 清晰 概念 的 “抽象 的 ` 词 ,诸如 美丽 ,勇敢 ,热爱 , 虎 
敬 .正义 ,德行 ,等 等 .同样 ,数学 家 必须 对 出 现 于 最 初 “ 假 设 " 中 
的 基本 概念 一 一 图 形 、 性 置 、 惫 、 数 重 、 度 量 等 词 的 涵义 加 以 整 
埋 .我 要 直截了当 地 说 ,直到 19 世纪 末 以 前 ,数学 家 们 在 这 方面 
并 未 完全 取得 成 功 . 到 了 19 世纪 末 ,这 段 长 长 的 历史 才 告 结束 ， 
我 们 将 在 本 章 和 下 章 中 回顾 其 中 一 些 最 引 人 注 目的 事件 . 

如 果 上 面 这 些 词 是 用 来 指明 属于 感觉 经 验 的 概念 , 那 它 们 
本 来 不 会 比 这 些 经 验 本 身 更 成 问题 .但 是 ,在 上 面 援引 的 《理想 
国 # 那 段 文字 的 结尾 ,柏拉图 立即 小 心地 解释 (第 六 着 ,510,.d) 
数学 家 们 “利用 各 种 可 见 的 图 形 , 讨 论 它们 ,但 他 们 思考 的 实际 
上 是 这 些 图 形成 为 其 形象 的 那些 原始 的 对 象 , …… 他 们 试图 看 
到 绝对 图 形 , 那 是 只 有 通过 思维 才能 看 到 的 对 象 .” 

至 于 进一步 的 说 明 , 我 们 只 须 注意 f 米 诺 篇 》 中 这 样 的 情 颖 ， 

[48j 在 那里 柏拉图 显然 暗示 ,要 明白 苏 格 拉 底 的 陈述 ,其 实 与 他 所 画 
的 可 能 画 在 钞 上 的 图 形 无 关 . 实 际 上 他 可 能 在 “实验 地 ?证 
明 三 角形 04B 与 4'48 全 等 上 出 现 了 困难 . 

相近 图 把 他 的 措 述 和 考虑 同 他 关于 理念 的 理论 联结 起 来 ， 
这 一 点 与 我 们 要 讨论 的 内 容 无 关 . 亚 里 士 多 德 尽 管 不 同意 柏 拉 
图 的 理念 理论 ,但 仍 进 一 步 肯定 《理想 国 》 中 前 引 的 有 段落 .他 写 道 
发 形 而 上 学 3 ,k3,1062s20 一 53)， 

“数学 家 研究 通过 抽象 得 到 的 事物 ,因为 他 们 先 消除 一 切 可 
感觉 的 认 质 ,如 轻重 , 冷 暧 、 软 硬 等 等 ,只 剩 下 量 性 和 连续 世 ,后 
者 可 能 党 一 个 ,两 个 或 三 个 方向 想象 多 .” 

第 一 批 “数学 对 象 " 就 是 以 这 种 方式 引入 的 ,但 为 理解 它们 


WD 中 译本 ; 亚 里 土 多 德 ,形而上学 ,商务 印 书 铺 ,1991. 
中 此 处 显 航 暗 指 空间 的 3 个 维 数 ， 


是 什么 以 收 关 于 它们 说 什么 才 侣 理 , 却 经 历 了 无 数 困 难 , 直 到 
19 世纪 末 为 目 . 

虽然 我 们 有 相当 大 一 部 分 柏拉图 和 亚 里 士 多 德 的 论著 ,但 
欧 几 里 得 之 前 的 数学 著作 , 却 几 乎 没有 什么 留 传 下 来 .因此 我 们 
只 能 其 欧 几 里 得 的 & 几 何 原本 # 获 得 关于 公元 前 5 世纪 和 4 世纪 
古 希 腊 数 学 家 的 观念 的 比较 准确 的 信息 ,尽管 这 本 书 看 来 是 把 
不 闻 时 民 的 几 本 著作 汇编 而 成 . 

作为 柏拉图 描述 的 过 程 的 出 发 点 的 “假设 ” ,其 大 部 分 又 是 
从 较 早 的 “假设 "导出 的 .例如 , 苏 格 拉 底 在 4 米 诺 篇 3 中 的 推理 ， 
是 欧 几 里 得 书 中 一 条 定理 (第 工 卷 ,命题 34) 的 特殊 情形 ,该 定 
理 证 明 平 行 四 边 形 ABCD 中 两 个 三 角形 48D, BCD 全 等 (图 
8) .为 此 他 应 用 "三 角形 全 等 的 一 种 情形 “第 工 卷 ,命题 26), 注 
意 到 这 两 个 三 角形 有 一 公共 边 BD , 且 由 第 工 眷 命题 29 ,我 们 还 
有 龟 的 相等 关系 ABD = /BDC ,ADB = /DBC. 


各 a 


通过 一 系列 证 明 把 几何 学 定理 可 以 “整理 的 想法 肯定 很 早 
以 前 就 已 出 现 ,后 来 的 评注 者 也 援引 过 比 吏 几 里 得 的 著作 更 早 


的 几何 原本 ”, 但 它们 都 未 留 传 下 来 .但 显然 这 种 不 断 使 根 设 回 [49] 


归 的 过 程 不 可 能 无 限制 继续 下 去 , 它 必定 会 磁 到 不 证 明 的 “ 假 
设 “. 众 所 周知 ,这 正 是 人 们 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 ?开头 在 某 
些 " 定义 之 后 所 发 现 的 东西 .现在 通常 把 这 些 “ 假 设 " 以 几何 学 


公理 的 名 称 收集 在 一 起 ;我 觉得 这 是 一 个 错误 ,因为 它们 并 不 涉 
及 相同 的 对 象 . 欧 儿 里 得 也 知道 这 一 点 ,因为 他 把 它们 分 为 规 


定 ” 和 "共识 ”.“ 规 定 一 一 也 称 公设 一 一 是 平面 几何 学 的 性 质 ， 
而 “共识 "一 一 到 经 典 时 代 终 了 时 终于 被 称 为 "公理 "一 一 则 涉及 
各 种 类 型 的 " 量 "( 见 下 面 $5). 


4 几何 学 一 一 从 欧 几 里 得 到 希 尔 伯 特 


正 是 在 欧 几 星 得 的 & 几 何 头 本 # 里 ,我们 首次 看 到 以 柏拉图 
和 亚 里 士 儿 德 的 精神 按 演绎 方法 柳 思 “数学 对 象 ”的 性 质 达 到 了 
发 达 的 形态 .第 I 至 第 着 中 的 “定义 "列举 了 属于 平面 几何 学 
的 对 象 :点 ,直线 , 角 , 圆 , 包 边 形 ( 队 三 角形 和 四 边 形 外 ,只 有 正 
多 过 形 得 到 详细 研究 ). 至 于 这 些 对 象 不 能 为 我 们 的 感官 所 感知 
这 一 事实 , 欧 几 里 得 并 未 留 下 什么 疑问 . 头 两 个 定义 说 “点 是 设 
有 部 分 的 ",“ 线 只 有 长 度 而 没有 宽度 "QD. 更 有 特色 的 是 下 面 两 
条 规定 : 

1) 任意 两 点 可 由 一 直线 段 相连 ; 

2) 直线 段 可 滑 两 个 方向 无 限 延 长 . 

这 些 性 质 经 常用 到 ,但 对 物质 性 的 “直线 ” ,这 两 条 就 是 不 合 
理 的 ! 

正 是 从 这 些 “ 定 义 ”、“ 规 定 " 和 “共识 "出发, 欧 几 里 得 宜 布 他 
证 明了 后 面 的 一 系列 定理 . 接 下 来 让 我 们 站 到 有 点 惊奇 的 是 ,每 

[50] 条 定理 都 附 有 一 张 图 .或 许 会 认为 画 这 些 图 的 目的 是 易于 领会 


DD 事实 上 这 些 只 是 不 能 使 用 的 "假定 义 ” .一 个 词 的 定义 必须 引进 
先前 已 定 尽 的 词 ,而 被 定 久 的 词 出 作为 向 略语 .正如 帕斯卡 采用 亚 里 士 多 
德 的 教导 所 表述 的 , 当 我 们 要 用 到 它 时 ,必须 “总 在 心中 以 所 给 的 定义 来 
代替 被 定义 的 东西 .但 我 们 浴 未 看 到 攀 几 里 得 用 这 两 个 “定义 "来 代替 
“点 和“ 钱 " 这 两 个 词 ; 因 此 我 们 可 认为 他 所 设想 的 是 ,这 些 词 是 不 于 定 又 
的 . 
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定理 的 证 明 ; 据 说 即使 从 铺 误 的 图 出 发 ,下 何 学 艺术 仍 能 很 好 地 
进行 推理 .但 是 很 快 就 能 看 出 ,其 中 某 些 图 形 起 着 关键 作用 ,而 
且 那 里 的 论证 忠 印 度 和 中 国 的 几何 学 家 所 黎 的 并 不 很 近 , 后 者 
通常 画 出 图 形 ,而 对 于 证 明 则 只 是 说 由 图 “看 出 ?@. 例 如 , 欧 下 
里 得 多 次 认为 下 面 的 断言 是 当然 的 (第 由 卷 ,命题 17; 第 计 卷 ， 
命题 13) :含有 位 于 某 一 圆 内 的 一 个 点 的 直线 必 与 此 圆 相 交 #; 类 
似 地 ,他 也 认为 下 面 的 断言 是 当然 的 (第 工 卷 ,命题 1 和 命题 
22) :如果 一 个 圆 C 有 一 个 点 位 于 图 C 之 内 ,又 有 一 个 点 位 于 
C' 之 外 , 则 C 与 C' 相 交 . 这 些 事实 都 不 能 从 他 的 “规定 ”中 推 
出 .求助 于 可见" 对 象 在 第 开卷 命题 $ 中 甚至 更 加 明显 ,这 里 欧 
几 里 得 研究 把 芒 外 的 点 同 画 上 的 点 连接 起 来 的 直线 有 段 (图 11)， 
并 且 在 该 贺 上 区 分 “ 西 圆 张 "(相对 于 外 点 ) 和 “加 圆 弧 "; 对 于 柏 
拉 图 的 "绝对 图 形 ” 而 言 ,他 在 定义 这 些 概 念 时 本 来 是 会 有 困难 


的 .在 关于 立体 几何 学 的 第 妇 卷 中 ,他 用 一 条 直线 或 一 个 半圆 绕 [51] 


QD 从 图 9 能 “看 出 "全 ~ c72= 天 -25c+e2. 从 图 10 能 "看 出 *, 对 于 
斜 边 为 a, 直 角 边 为 b,c 的 直角 三 角形 ,有 a2= (5 -ci2+28c ,再 据 图 9， 
即 有 = 六 + ce?, 这 就 证明” 了 毕 达 哥 控 斯 定理 . 


一 国定 直线 "旋转 来 "形成 曲面 ,对 这 样 的 定义 我 们 又 该 说 
些 什么 ? 这样 的 例子 还 能 举 出 不 少 ,它们 表明 了 在 创立 适应 于 
只 能 通过 思维 看 到 "的 对 象 的 本 性 的 词汇 表 并 按 这 些 本 性 即 不 
用 男 形 来 阐述 这 些 对 象 的 性 质 方面 ,他 本 来 必须 克服 的 困难 . 

进一步 说 , 欧 几 里 得 考虑 的 “图 形 ” 数 目 有 限 , 因 此 他 只 在 少 
数 情 形 求 助 于 基于 研究 作 图 所 得 到 的 "根据 ”. 如 我 们 稍 后 会 看 
到 的 《8) ,证 牧 世界 中 欧 儿 里 得 的 继承 者 通过 发 现 和 研究 新 的 
曲线 和 曲面 ,丰富 了 几何 学 的 领域 ,从 而 为 文艺 复兴 后 数学 的 路 
进 打 下 了 基础 ,但 如 果 我 们 仔细 考察 ,就 会 看 出 这 种 进步 伴随 
着 一 一 比 欧 几 里 得 更 其 一 一 借助 大 量 并 非 系统 阐述 而 是 得 之 于 
多 少 精确 的 作 图 的 性 质 . 

然而 ,只 是 由 于 受到 现代 公理 式 理论 的 严格 训练 ,才能 使 我 
们 注意 到 这 种 不 完善 性 .除了 引起 争论 的 平行 公设 一 一 殉 儿 里 得 
的 第 五 条 “规定 ” ,我 们 会 在 第 六 章 中 回 过 来 讨论 它 一 一 外 ,看 来 
在 16 世纪 以 前 ,对 这 类 欧 几 里 得 教 本 或 其 继承 者 的 论著 ,并 没有 
很 多 批评 .似乎 长 期 建立 起 来 的 习惯 使 几何 学 者 迟钝 ,不 能 觉察 
从 可 感知 对 象 过 渡 到 它们 仅 是 其 粗粮 形象 的 对 象 中 的 过 度 自信 ， 
这 种 觉察 在 柏拉图 和 亚 里 十 多 德 那里 表达 得 如 此 清楚 ,以 致 当 我 
们 看 到 像 篇 卡 儿 和 帕斯卡 这 样 深刻 的 思想 家 一 一 他 们 毫 不 犹疑 


地 向 经 院 哲 学 发 起 正面 进攻 一 一 强 有 力 地 宜 布 几何 公理 是 “明白 
无 误 的 真理 "时 ,会 感到 惊讶 ! 而 且 他 们 也 只 是 表达 了 那个 时 代 
所 有 数学 家 共同 的 心理 状态 .在 下 个 世纪 ,这 种 情形 更 加 发 展 , 因 
为 高 斯 和 柯 西 仍然 竞相 压 丰 “几何 学 的 严格 性 "是 其 他 数学 领域 
的 典范 .或 许 这 种 关于 几何 对 和 象 同 其 可 见 形 象 之 间 完 善 和 谐 的 不 
合理 自信 对 于 构造 力学 和 物理 过 程 的 数学 模型 一 一 它们 取得 了 
极 大 的 成 功 一 一 是 必要 的 .只 是 到 了 19 世纪 后 三 十 年 , 随 着 对 于 
实数 系 的 深入 研究 ,才能 考虑 把 “几何 直观 ”与 设想 为 此 种 直观 提 
供 合理 基础 的 公理 系统 分 隔 开 来 的 鸿沟 ( 见 第 六 章 )， 

对 欧 几 里 得 结构 的 批评 ,尤其 在 19 世纪 导致 数学 中 更 高 * 严 


属性 "的 一 般 运 动 (我 们 会 在 第 六 童 中国 到 这 个 论题 ) 中 , 变 得 越 [到 ] 


来 越 多 ;这些 批评 的 目的 不 是 改正 欧 几 里 得 在 其 证 明 过 程 中 所 作 
的 推理 ,而 是 纠正 欧 几 里 得 的 推理 并 没有 充分 地 基于 明确 陈述 的 
定义 和 公理 这 种 状况 ,一 般 的 感觉 是 ,如 果 你 能 以 恰当 的 方式 使 
这 些 椎 理 基础 完备 ,你 就 能 达到 完全 浦 意 的 阅 述 . 当 帕 施 和 和 希 条 
伯 特 在 19 世纪 末 列 举 了 完全 明确 的 公理 系统 ( 希 尔 信 特 所 列举 
的 是 23 条 公理 ) 时 ,他 们 所 完成 的 正 是 这 一 任务 .通过 这 样 的 公 
理 系 统 , 欧 几 里 得 的 全 部 定理 最 终 都 能 不 用 图 形 加 以 证 明 ， 

像 欧 几 里 得 那样 , 希 尔 伯 特 从 无 定义 概念 开始 ,但 他 把 这 些 
概念 老 无 踪 泥 地 列举 出 来 .有 三 类 “本 原 对 象 ": 点 ,直线 ,平面 ; 
还 有 三 种 “本 原 关系 ”; 属 于 (例如 一 个 点 局 于 一 直线 或 一 平面 )， 
“位 于 …… 之 间 ”( 例 如 在 三 个 点 属于 同一 直线 时 其 中 一 个 点 位 
于 为 外 两 个 点 之 间 ),“ 全 等 "(例如 两 个 线段 或 两 个 角 0 全 等 ). 


中 线段 和 角 是 导出" 概念, 即 这 样 的 词 ,其 定义 用 到 某 些 公理 以 及 
本 原 概 念 和 本 原 关 系 , 或 用 到 尘 前 已 定义 的 导出 概念 :线段 48 由 4A,8B 所 
黑 的 唯一 直线 4 上 位 于 4 ,BB 之 间 的 点 构成 ;以 4 为 起 点 并 通过 点 8 的 半 
直线 由 线 眉 好 以 及 4 上 使 得 号 位 于 4,C 之 间 的 点 习 组 成 ; 角 
{D1,D2} 是 具有 同一 起 点 的 两 半 直 线 构 成 的 侈 . 


当代 玫 学 :为 于 大 关心 和 的 亲 失 - 


立即 产生 这 样 的 问题 ;怎样 才能 既 正 确 地 推理 又 不 会 定义 
正在 讨论 的 车 物 ,从 而 避免 定 浆 的 无 穷 回 归 ? 答案 非常 简单 :只 
要 迫使 人 人 们 永 不 陈述 关于 几何 对 人 象 及 其 间 关 系 的 不 是 制约 它们 
的 公理 系统 (这 些 公理 也 点 无 遗漏 地 列举 出 来 }) 的 逻辑 推论 的 和 任 
何 命 题 , 正如 上 席 加 莱 所 说 ([91), 可 以 说 这 些 公理 组 成 了 它们 所 
涉及 的 对 象 和 关系 的 “隐藏 定义 ”; 后 者 在 其 种 意义 上 不 出 更 了 ， 
代 之 以 它们 的 一 串 “ 公 理 式 ” 特 性 ， 

在 帕 施 之 后 , 希 尔 伯 特 指 出 了 避免 作出 可 能 由 几何 直观 提 
示 而 不 是 从 公理 系统 推出 的 结论 的 方法 :改变 凡 向 对 象 及 其 问 
关系 的 通 带 名 称 , 希 尔 伯 特 提 出 ,我 们 可 以 把 "点 ”"、“ 线 ”和 “ 平 

[53] 面 " 分 别 说 成 “桌子 ”“ 椅 子 ” 和 和 “杯子 "这 样 一 来 , 希 尔 伯 特 列 
举 的 前 两 条 公理 
1 “两 个 不 同 的 点 属于 且 仅 遍 于 一 直线 ”， 
2)“ 至 少 有 两 不 同 的 点 属于 同一 直线 ”， 
就 成 为 

1)“ 两 张 不 同 的 桌子 属于 且 羽 属 子 一 把 椅子 ”， 

2) “至 少 有 两 张 不 同 的 桌子 属于 同一 把 椅子 ”. 

很 清楚 ,不 去 考虑 这 些 词 在 日 常 语言 中 的 含意 ,上 面 这 样 的 
陈述 就 不 再 会 有 犯 无 意 错 误 的 危险 . 

这 看 来 像 是 开玩笑 ;但 事实 上 这 种 对 于 初等 几何 学 所 作 的 
意义 与 名 称 的 分 离 体 更 了 把 数学 从 它 同 实在 的 过 于 紧密 的 结合 
中 解放 出 来 的 基本 过 程 . 它 使 刚 过 去 的 这 个 世纪 中 数学 取得 的 
出 乎 意料 的 胜利 及 其 在 物理 学 中 令 人 惊奇 的 应 用 成 为 可 能 .我 
们 将 在 第 五 章 中 回 过 来 详细 论述 这 一 点 . 


WD 任 选 一 个 词 来 规定 一 个 对 和 象 , 即 任 选 一 个 词 作为 刻画 该 对 象 人 性 
质 的 陈述 的 缩 略 启 的 可 能 性 ,已 为 柏拉图 注意 到 (信和 礼 厅 ,3435). 达 部 贝尔 
采纳 了 这 个 想法 ,他 在 《百科 全 书 》 中 宜 布 ,没有 什么 东西 不 让 我 们 把 大 家 
称 为 “ 圆 的 对 象 叫做 “三 角形 ". 


5s， 数 和 量 


当 记 希腊 数学 在 哲学 学 派 手 中 精心 制作 成 假设 -演绎 体 
系 吕 时 , 古 希 腊 城 市 日 常生 活 的 需要 , 像 别 的 文明 那样 ,造成 了 一 
个 职业 “计算 者 "阶层 .这 些 人 被 称 作 "计算 匠 ” (logisticians*), 除 
了 他 们 的 存在 以 及 柏拉图 在 《理想 国 4 中 (第 七 卷 ,525) 对 他 们 的 
轻 基 外 ,对 这 些 人 我 们 几乎 一 无 所 知 ; 柏 拉 图 茂 视 他 们 是 因为 这 
些 人 在 分 数 基础 上 进行 计算 ,而 按照 档 拉 图 的 看 法 ,数学 只 能 与 
自然 数 有 关 ,“ 它 其 能 用 理性 去 把 所 ,任何 别 的 方法 都 不 行 ”. 

柏拉图 这 些 话 无 疑 是 指 欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 可 着 中 涉 
及 任意 自然 数 的 一 系列 令 人 物美 的 定理 ,其 中 曾 述 了 自然 数 的 
可 除 性 、 素 数 以 及 自然 数 分解 为 素 因 数 之 积 的 初等 理论 ， 


数值 演算 的 “计算 术 " 传 统 只 是 随同 等 番 图 { 约 公元 4 世纪) [54] 


才 显 现 出 来 .他 的 方法 明显 地 推广 了 巴比伦 泥 板 上 的 方法 .这 是 
要 求 出 一 个 或 几 个 “未 知 " 数 ,它们 是 方程 组 的 解 , 我 们 把 每 个 方 
程 写成 具有 特定 系数 的 多 项 式 之 间 的 等 式 形式 ;这 些 方程 次 数 
最 高 的 可 以 达到 未 知 数 的 5 次 .例如 (第 昌 着 ,19), 求 3 个 数 ,使 
得 这 三 个 数 中 任意 两 个 之 积 加 1 都 是 一 个 完全 平方 .我们 可 把 
所 述 性 质 写成 3 个 方程 ， 
xy tl=u ,y+l=v ,x+1=w. 

设 有 必要 在 这 里 审 察 丢 番 图 的 解法 ;他 极 少 求助 一 般 理论 .我们 
要 强调 的 是 ,对 所 有 问题 @, 他 找 的 解 是 自然 数 或 形 如 p,/g (p,q 
是 目 然 数 ) 的 分 数 即 我 们 所 称 的 正 有 理 数 ,在 某 些 问题 中 他 碰 到 


地 这 一 表述 应 归于 皮 里 (1899). 

外 英文 译 为 "logistica" 的 希 异 文 词 意 为 实施 数值 运算 . 

翅 欧 几 里 得 以 字母 来 记 自 热 数 ,并 用 线 朋 表示 它们 ， 

EY 甚至 当 所 提问 题 有 几 个 可 能 的 解 时 , 持 恤 图 也 几乎 总 是 只 考虑 
一 个 解 . 


了 两 种 不 可 能 类 型 ,以 下 列 例 子 为 典型 ， 

4=4x +20 《第 V 眷 ,2)， 

3x+18=5x: (第 开卷 ,31). 
对 于 这 些 情形 , 丢 痰 图 愉 说 所 提问 题 是 切 雇 的 ,第 二 个 问题 的 不 
可 能 性 来 自 41 不 是 有 理 数 的 平方 这 一 事实 ;我 们 在 $2 中 阐述 
过 2 无 理性 的 发 现 , 而 前 述 事 实 是 此 发 现 推广 到 别 的 不 是 平方 
的 自然 数 情 形 

这 些 不 可 能 性 的 重要 性 在 于 它们 都 通过 创造 新 的 数学 对 象 
得 到 解决 一 一 第 二 种 是 在 古典 时 代 , 第 一 种 则 在 中 世纪 一 一 ,这 
些 新 对 象 与 早期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 讨论 的 对 象 相 比 , 与 明显 的 物 
岳 形 象 并 无 紧密 联系 ， 

欧 几 里 得 及 其 前 辈 不 需要 计算 分 数 , 对 于 他 们 ,分 数 稍 后 被 
代 之 以 两 直线 段 或 折线 长 度 之 比 或 两 守 边 形 面 积 之 比 或 两 立体 
体积 之 比 的 概念 , 古 希 腊 人 把 长 度 , 面 积 和 体积 包括 在 “ 量 " 这 个 
一 般 概 念 之 中 ( 量 又 有 3 种 不 同类 型 ), 而 驳 几 里 得 的 “共识 ” 册 
可 看 作 关 于 这 个 概念 的 “ 希 尔 伯 特 式 " 公 理 式 处 理 的 向 始 . 事实 
上 , 欧 几 里 得 既 没 有 定义 量 这 个 概念 ,也 没有 定义 同类 量 之 间 的 

155] 两 种 “本 原 " 类 系 即 “大 于 "(我 们 把 它 写 为 4 > 8B) 与 “两 者 之 和 ” 
(我 们 把 它 写 为 C=4+ 了 好 ). 他 所 做 的 是 列举 (但 并 非 毫 无 址 
汕 ) 联 系 这 些 概念 的 某 些 性 质 ; 例 如 ,他 的 第 四 条 “共识 "用 我 们 
的 记号 就 可 写 为 : 

如 果 有 38B, 则 A+C>B+C. 

量 4 的 整数 信 p4 通过 把 量 4 加 自身 p 次 得 到 . 欧 几 里 得 
然后 称 两 个 同类 量 4 与 B 是 可 公认 的, 如果 存在 第 三 个 同类 量 
C ,使 对 两 个 自然 数 p,g 有 A = PC ,日 = gC; 他 然后 称 ( 第 牙 卷 ， 
命题 5)4 与 召 同 自然 数 p 与 9 具有 “同比 "( 我 何 当然 不 管 欧 几 
里 得 ,把 所 述 事 实 写 成 A4/B8 = p/q). 

这 样 ,柏拉图 学 派 的 希腊 数学 家 ,不 像 丢 茵 图 那样 ,说 正方 
形 的 对 和 佣 线 与 其 边 没有 *“ 比 ”, 而 是 宣称 两 个 同类 量 总 有 比 ,即使 


rr 


它们 不 可 公 度 也 是 如 此 . 他们 然后 通过 大 胆 的 构造 (直到 19 世 
纪 人 们 才 充 分 理解 这 种 构造 ), 从 用 于 处 理 自然 数 之 间 比 的 不 等 
式 和 加 法 概念 出 发 ,成 功 地 对 这 些 一 般 的 “ 比 " 定 义 了 不 等 式 和 
加 法 概念 .我 们 不 在 这 里 阐述 这 一 令 人 注目 的 发 明 ( 或 许 应 归 之 
于 那个 时 民 最 伟大 的 数学 家 尼 多 斯 的 欧 多 克 索 斯 ), 它 与 现代 概 
盒 十 分 接近 ( 见 附 录 1). 

可 异 , 由 于 古 希 腊 人 对 于 比 的 率 积 的 概念 ,他 们 未 能 使 这 些 
一 般 的 “ 比 " 的 演算 体系 成 为 合用 的 形式 .事实 上 , 当 欧 几 里 得 设 
想 长 度 之 间 的 两 个 比 AAB 与 CAD 的 匀 积 时 侈 几何 原本 $ 第 如 
卷 ,命题 23) ,他 表明 这 是 两 个 矩形 面积 之 间 的 比 (4 x C)A 
x 卫 ). 此 镍 , 欧 几 里 得 没有 定义 任意 两 个 比 之 和 ,而 在 他 所 考虑 
的 特殊 情形 , 求 和 的 比 具 有 和 相同 的 分 母 (* 几 何 原本 》 第 V 卷 , 命 
题 24) . 于 是 在 这 种 体系 下 ,和 技 番 图 (以 及 甚至 # 1 中 所 引 的 他 的 
巴比伦 前 辈 ) 的 演算 就 行 不 通 . 

然而 ,如 果 我 们 不 去 理 胁 哲学 偏见 ,就 不 难 把 两 种 观点 统一 
起 来 而 仍然 忠实 于 欧 几 里 得 的 框架 .在 重新 进行 研究 之 后 ,首先 
在 穆斯林 进 界 ,然后 在 西方 世界 ,有 几 位 数学 家 各 自 独 立地 注意 
到 这 种 可 能 性 :11 世纪 的 诗人 兼 数学 家 奥马 - 海 亚 姆 ,16 世纪 的 
意大利 数学 家 R- 邦 页 利 , 最 后 是 笛 卡 儿 , 他 的 声 刻 使 这 一 改革 
得 到 最 终 确 认 . 这 一 革新 在 于 只 考虑 长 度 立 间 的 比 ,而 且 把 这 样 
的 比 都 简化 为 0X/OU 的 形式 ,其 中 0U 是 一 个 一 次 性 地 选 定 


的 线段 ,而 三 是 延长 0U 所 得 半 直 线 4+ 上 的 任意 的 点 .根据 欧 [56] 


几 里 得 断言 “第 四 比例 项 "存在 性 的 命题 以 几 何 原 本 》, 第 由 卷 ， 
命 古 12) ,这 种 简化 是 可 能 的 .现在 可 以 不 再 老 是 谈论 <“ 比 ”, 而 
简单 地 说 考 虚 4 + 的 点 天 ,而 我 们 必须 微 的 就 是 定 尽 两 个 点 之 
间 的 关系 著 < 了 以 及 运算 斌 + Y 和 XY, 后 两 者 也 应 定义 为 点 ， 
而 不 像 欧 几 里 得 那样 定义 为 别 种 类 型 的 对 象 . 

XX < 了 的 定义 是 最 见 的 : 尖 必 须 位 于 0 与 Y 之 间 且 与 Y 不 
同 . 对 于 + 了 和 2 ,有 许多 处 理 方法 .在 我 看 来 ,对 希 尔 伯 特 


采用 的 方法 加 以 革 些 烽 改 是 最 简单 的 , 它 只 需要 作 平行 线 ,并 只 
须 基于 网 几 里 得 涉及 全 等 或 相 伺 三 角形 的 定理 . 
考虑 不是 4 + 的 延长 的 下 一 半 直 线 A' 以 及 A' 上 的 点 44. 图 
12 和 图 13 表明 了 ZZ=X+Y 了 和 厂 = XY 的 构造 (当然 它们 可 以 
不 用 图 形 加 以 摘 述 ). 和 2 =Y+ 天 和 WW' = YX 的 构 道 用 虚线 标 
记 . 这 证 明了 关于 4+* 上 点 的 运算 的 两 条 基本 性 质 ， 
FT+A= +Y, FY = XY., 


YA'FAL 
AWeAX 


[57] 图 13 
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图 14 表明 ,对 4+ 的 所 有 点 十 ,存在 其 " 道 " 点 开 ,使 得 
XN' = XR=U; 
X 也 可 写 为 1/ 王 或 了 -下 由 于 显现 的 方程 UX = XU = 和,U 也 
可 写 为 1) ,类 似 的 推理 可 证 明 附 录 2 中 列举 的 除 最 后 两 条 之 外 
的 全 部 性 质 . 


机， 


和 


图 14 


要 注意 ,在 上 面 的 表述 中 ,不 必 区 分 可 公 度 的 比 与 不 可 公 度 
的 比 .对 这 些 构造 直接 推广 一 下 也 能 破除 技 乔 图 厂 到 的 第 一 种 
不 可 能 性 . 正 是 这 个 问题 导致 公元 4 世纪 的 印度 数学 家 引进 “人 负 
数 ” ,负数 的 使 用 传播 得 很 慢 , 到 18 世纪 末 仍 然 遇 到 阻力 .事实 
于 ,需要 居 的 全 部 事情 就 是 把 上 面 的 构造 拓 广 到 包含 4+ 的 直 
线 4 上 所 有 的 点 ,而 不 只 是 考虑 4+ 上 的 点 .这 样 方程 蕊 + 了 = 
天 总 有 解 , 即 使 X< 了 时 也 是 如 此 (图 15). 我 们 把 这 个 解 写 为 
互 ~ 了 .特别 地 ,0- 开 写 为 -下 ,这 给 出 大 +(-- 工 )=0. [$8] 

现今 我 们 说 由 这 种 构造 给 出 的 4 的 点 是 实数 ,A+ 上 的 为 
正 ,4 -上 上 的 为 负 ,注意 这 种 构造 立即 “解释 "了 ?* 正 负 号 规则 "” 

【一 天 ?了 = - (XY), 

以 及 特别 地 两 个 负数 之 积 为 正 数 这 个 事实 ,此 点 对 于 非 数 学 家 
看 来 似乎 难以 理解 (图 16). 


6 到 近 的 想法 


在 应 用 数学 时 ,几乎 总 是 用 一 个 有 理 数 代替 实数 了 ,Xx 
称 为 了 的 近似 人 慎 ; 这 就 是 说 , 差 了 -不 介 于 ~e 与 E 之 间 , 此 处 上 
是 一 正 数 , 称 为 放下 近似 了 的 误 盖 限 . 开 称 为 了 的 误差 限 为 
的 近似 值 ,而 了 本 身 则 看 作 “ 精 确 什 ". 了 巴比伦 人 已 经 知道 怎样 
求 /2 的 有 理 近似 值 ,而 古 希 丑 人 则 发 明了 求 得 所 有 平方 根 Va 
(a 是 自然 数 ) 的 上 共有 任意 团 定 误差 限 的 近似 值 的 一 般 方法 . 

这 样 的 近似 值 的 存在 人 性 来 自由 阿 基 米 德 明确 玫 述 的 一 条 一 [名] 
般 公 理 中 ;他 常用 到 它 , 因 而 通常 称 为 阿 基 米 德 公理 .此 公理 说 ， 
如 果 了 Y, XX 是 两 个 正 数 , 则 总 存在 自然 数 m ,使 得 了 < mX. 于 
基 , 如 果 严 是 使 得 了 <(p +1) 的 最 小 自然 数 ,对 我 们 有 pX 并 
Y < (p + 1)X ,因而 pX 以 误差 限 蕊 近似 于 了 . 阿 基 米 德 公理 的 
一 个 等 价 形式 是 总 存在 自然 数 m ,使 得 

六 

我 们 可 顺便 注意 这 样 的 公理 与 感觉 色 验 相 足 多 远 ,除非 也 
种 了 都 既 不 过 大 也 不 过 小 ,否则 就 不 可 能 作出 把 等 于 XY 的 线段 
不 斯 首尾 相 接 直到 超过 了 为 止 这 种 操作 的 有 形 形 象 

由 于 蕊 能 再 分 为 任意 个 数 的 相等 部 分 (几何 原本 $ 第 可 
卷 , 命 古 10) ,一 各 得 到 近似 值 pXY ,我 们 可 对 0<m <9 作 


六 
Pi + m6 


Y < 


如 果 gq + 1 是 满足 
Y < pX +(q+1) 千 


中 欧 几 里 得 在 (几何 原本 ) 第 不 卷 命 题 1 中 用 过 它 . 
加 这 样 ,不 存在 正 数 2 , 它 小 于 所 有 其 余 的 正 数 ( 即 没有 "无 穷 小 ” 
数 ). 


的 最 小 的 数 , 则 
pA+ 
是 了 的 误差 限 为 /10 的 近似 值 .我 们 可 继续 下 去 得 到 
时 互 
pi+gq 16+ r 105， 
并 不 断 往 下 进行 . 

这 样 的 过 程 给 出 了 的 误 差 限 为 任意 小 的 近似 值 ,因为 对 仔 
一 数 Z >0, 存 在 数 n ,使 得 说 /i107 < 了 .然而 ,这 里 假定 这 种 过 
程 应 用 于 一 个 已 知 的 “精确 的 " 数 廊 .但 当 Z >0 是 一 已 知 数 时 ， 
对 天 =vZ 也 能 这 样 说 吗 ? 欧 几 里 得 给 出 的 关于 “比例 中 项 ”的 
作 图 屠 几 何 原本 }》 第 村 卷 ,命题 13){ 图 17) 遂 过 半圆 和 直线 相交 
回答 了 这 个 问题 ， 


四 
图 17 


从 会 元 前 5 世纪 起 , 古 希腊 人 还 面临 关于 我 们 所 称 的 “立方 
根 的 类 似 问 题 .我 们 将 在 88 中 看 到 他 们 对 这 个 问题 怎样 “ 作 
图 ,以 及 他 们 的 几何 概念 怎样 阻碍 他 们 对 “n 次 根 ”(n 4) 进 
行 类 似 的 作 图 . 

在 靶 理 图 之 后 ,这 些 顾 虚 刀 平 不 再 出 现 . 14 世纪 的 秽 雷 姆 
暗 地 承 认 ,对 于 每 个 自然 数 4 和 每 个 实数 >0, 存 在 数 Z >0， 
满足 2" = 轧 . 我 们 把 这 个 数 写 为 站 1", 他 若 至 由 此 导出 分 数 指 
数 竹 如 “的 想法 ,甚至 还 有 设想 无 理 数 指数 蹇 请 如 Xi 这 样 的 
大 胆 想 法 .在 16 世 纪 S- 斯 蒂 文 的 工作 中 ,出 现 了 推广 上 述 近 似 


过 程 的 一 种 齐 近 方法 , 它 同 时 还 能 看 作 一 种 存在 性 证 明 . 他 讨论 
一 个 方程 Pt =0, 其 中 P(#) 是 名 项 式 , 我 们 写 为 

P(E)= aot + ot 1l4 e+ ons 
而 eno>0,an<0, 由 此 有 Pt0)<0, 易 于 证 明 存 在 自然 数 4 大 到 
足以 使 PLA)>0( 见 附录 3). 斯 蒂 文 依次 以 1,2,3,… 代 入 PL#) 
中 的 变量 1 ,到 使 得 P(g)<0 的 最 后 的 自然 数 g 为 止 ,于 是 有 
P(g +1)z0. 然 后 他 以 数 


1 了 9 
9+10'9+109+10 
代入 :, 直 到 使 得 
di 
P( q+ 名 < 和 0 


的 最 后 的 自然 数 gi<<9 为 止 .他 以 数 


1 2 9. 
d+10*+100’ +10+106 


进行 同样 的 操作 ,并 不 断 这 样 做 .这 样 他 就 得 到 一 个 能 无 限 延 续 
的 区 间 套 (图 18) 
[Bo, colsL ber] ,Ebr, er], (1) 
而 其 长 度 
Ly 一 br 一 or. 
加 之 我 们 还 有 P(EB) <0, P(e) =0. 


他 然后 隐 含 地 假定 存在 售 于 所 有 上 述 区 间 中 的 数 Z. 此 外 ， 


不 会 存在 两 个 这 样 的 数 2' < Z ,因为 若 如 此 就 会 对 每 个 自然 数 
大 有 0<Z -7Z<1lzl0 ,这 与 阿 基 米 德 公理 了 矛盾 .下 一 步 他 假定 
有 P(Z)=0, 此 点 可 用 初等 方法 证 明 { 见 附录 3). 这 一 程序 还 给 
i61] 出 得 到 Z 的 具有 任意 小 误差 限 的 近似 值 50,6 下 ,的 常 
规 方 法 .把 这 方法 用 于 多 项 式 P{1) = 1" -三 就 给 出 通 近 大 1 的 
一 个 程序 . 
以 后 几 个 世纪 的 数学 家 使 用 并 推广 了 这 种 方法 ;不 过 一 直 
等 到 柯 西 才 从 中 清楚 地 提炼 出 区 间 夺 公理 ,此 公理 断言 售 于 序 
列 (1) 的 所 有 区 间 中 的 实数 的 存在 性 , (1) 中 每 个 区 间 包 含 后 一 
个 区 间 儿 ,在 实数 系 的 公理 式 理论 中 ,这 个 公理 是 附录 2 中 列举 
的 最 后 一 条 公理 ;无 疑 它 也 是 最 重要 的 公理 ,因为 它 是 控制 整个 
分 析 运 转 的 关键 . 


7. 代数 学 的 演进 


有 可 能 对 未 知 数 进行 演算 ,就 像 它们 是 已 知 数 那样 ,这 和 件 事 
并 非 显然 , 它 常 常 是 青少年 难于 理解 的 事情 .这 是 代数 学 的 真正 
起 点 ,如 我 们 已 说 过 的 , 它 是 已 为 公元 前 第 二 个 一 千年 中 巴比伦 
书记 人 员 所 跨 过 的 一 道门 槛 .可 是 ,虽然 几何 学 达到 基本 上 最 后 
确定 的 形式 所 花 时 间 没 有 超过 一 个 世纪 ,但 对 于 代数 学 , 则 要 等 
到 丢 番 图 以 后 13 个 世纪 之 后 , 它 才 变 为 我 们 今天 所 知 的 形式 ， 

阻碍 代数 学 发 展 的 主要 障碍 在 于 代数 学 家 使 用 日 常 语言 描 
述 代 数 中 用 和 与 积 这 两 种 基本 运算 进行 演算 的 方式 .例如 ,下 面 
是 花 拉 子 米 (9 世纪 ) 对 求解 二 次 方程 的 描述 , 花 拉 子 米 在 中 世 
纪 是 如 此 著名 ,以 至 其 姓氏 稍 有 率 用 而 成 为 我 们 今天 使 用 的 
“algorithm 《算法 ) 这 个 词 . 花 拉 子 米 的 描述 如 下 ; 

问题 . 当 我 们 把 一 个 正方 形 面积 加 上 其 一 边 长 度 之 十 倍 等 于 
9 时 ,上 正方 形 必 是 什么 ? (用 现代 记号 ,就 是 x? + 10x = 39.) 


山 ”我 们 记得 这 些 区 间 都 包括 其 两 个 端点 . 


解 .把 所 扣 边 长 的 倍数 除 以 2, 得 S$. 把 该 数 自 乘 , 得 乘积 
25. 把 此 数 与 39 相 加 ,得 64. 取 此 数 的 平方 根 即 得 8, 从 该 数 中 
减 去 边 长 信和 数 之 半 , 剩 下 3. 此 即 所 求 正 方形 的 边 长 ,因而 所 求 
正方 形 面积 等 于 9. 

容易 想象 , 当 所 提问 题 稍微 复杂 一 些 时 ,用 这 种 方式 写 出 的 
解 的 描述 必定 会 变 得 像 法律 文 件 闭 样 合 糊 难 解 . 

这 个 困难 非常 缓慢 地 导致 这 样 的 认识 :为 使 一 连 串 运算 易 
于 理解 ,需要 一 种 迷 记 法 ;这 里 我 们 碰 到 记号 问题 ,每 当 引 进 新 
对 象 后 总 会 出 现 这 个 问题 ,或 许 它 会 不 断 折 麻 数 学 家 们 ， 

毫 无 疑问 , 丢 番 图 是 最 早 使 用 简略 记号 的 代数 学 家 .在 涉及 
一 个 未 知 量 的 问题 中 ,他 用 各 种 专门 符号 来 表示 此 未 知 量 的 前 
六 个 矫 .中 世纪 的 代数 学 者 仿效 他 的 做 法 ,采用 如 下 写法 ; 


co 或 c {cosa) 未 知 量 x 
ee {censo) 平方 x? 
eu (cubo) 立方 和 3 
cece (censo di censo) 敌 x 


然而 , 当 问 题 涉及 另 一 个 未 知 量 时 , 丢 番 图 及 其 缮 大 多 数 继 
蒜 人 并 没有 第 二 个 未 知 量 的 记号 .15 世纪 末 , 卢 卡 . 帕 奇 奥 利 把 
加 "和 “ 减 ” 写 为 bp 和 m 吕 ,并 对 2 次 ,3 次 和 4 次 根 用 民 或 R2， 
3,R4 或 RR 表示 .例如 ,对 于 
他 写 为 
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(V 表示 对 其 后 的 表达 式 用 括号 括 起 ;在 R. 邦 贝 利 的 论著 中 ,我 
们 发 现 用 L 和 表示 括号 }. 记 号 + 和 -只 是 到 大 约 1480 年 时 
才 出 现 , 记 寻 = 出 现 于 1557 年 ,而 关于 不 等 的 记号 < 和 > 则 出 


中 分别 对 "piu" 和 “meno" 用 的 缩写 .一 英 译 本 注 
一 5S$9 一 


现 于 1631 年 . 
通 品 符号 化 的 关键 一 步 归 功 于 韦 达 .在 不 必 对 给 定 的 量 给 
出 数值 的 问题 中 ,他 不 但 用 字母 标记 未 知 量 ,也 用 字母 标记 给 定 
的 量 . 这 就 使 得 演算 的 描述 大 大 缩短 .例如 ,我们 写 为 bx?2+ dx = 
z 的 式 子 , 韦 达 写 为 
B in A Quadratum ,Plus D plano in 4,equari 2 sojido 山 【号 
飞 以 A 平方 ,加 面积 刀 乘 以 4 ,等 于 体积 Z.) 
指数 5 正 的 或 负 的 ?记号 已 为 15 世纪 的 N'* 许 凯 和 M': 斯 蒂 
费 尔 所 使 用 ,然后 在 16 世纪 又 为 斯 带 文 所 使 用 (但 韦 达 没有 用 
指数 记号 ). 随 着 笛 卡 儿 的 论著 , 它 成 为 流行 的 用 法 . 最 后 还 剩 下 
对 于 一 列 数 , 当 我 们 并 不 需要 特别 指明 它 有 和 多少 项 时 ,3 引进 下 标 
记号 .这 个 想法 出 现 于 牛顿 和 莱 布 尼 芯 的 论著 中 ,但 直到 19 世 
纪 末 ,许多 数学 家 还 是 谊 欢 写 
b,c...,! 
而 不 用 现代 记号 
[63] LD 1 ns 
后 者 能 使 我 们 对 n + 1 项 进行 演算 而 训 无 不 便 之 处 .只 是 到 了 
这 段 很 长 的 演化 进程 的 末 昌 , 才 有 可 能 写 出 “一 般 多 项 式 ” 


[9 

mm | i 

QoX" + xr lt +o, = > xX" 1, 
2 


这 就 有 可 能 表述 和 证 明代 数学 中 的 一 般 定 理 ， 
8 坐标 方法 


众所周知 ,我 们 把 17 世纪 数学 三 项 重大 创新 之 一 一 一 在 几 
何 学 中 引进 坐标 方法 (也 称 为 “把 代数 应 用 于 几何 ”, 后 来 称 为 
解析 几何 ) 归 功 于 笛 卡 世 { 司 时 归功 于 费 马 ). 不 过 得 卡 儿 和 咒 


中 ”忠于 柏拉图 传统 的 丰 达 只 对 同类 量 相 加 , 因 之 8 和 4 是 长 度 ,D 
是 面积 ,了 是 体积 . 


马 并 非 没 有 先驱 者 ,因为 由 方程 定义 平面 曲线 的 最 早 例 子 可 追 
潮 到 公元 前 4 世纪 .我 们 已 看 到 (82), 作 面积 为 另 一 正方 形 画 
积 两 价 的 正方 形 是 容易 的 . 类似 的 "人 入 立 方 体 ”" 问 题 无 疑 在 相当 
早 时 即 已 提出 ,但 看 来 它 对 古 希 腊 数 学 家 要 困难 得 多 . 售 正 方形 
问题 相当 于 作 一 长 度 x ,使 得 它 是 两 个 长 度 & 与 2a 的 “比例 中 
项 ,即使 得 


正 是 这 种 处 置 倍 正方 体 问题 的 方法 导致 希 俄 斯 的 希 波 克拉 

底 (公元 前 5 世纪 ) 把 倍 立 方 体 问题 归结 为 作 a 与 24 之 间 的 机 
个 比例 中 项 " 即 作 两 个 长 度 x ,7y ,满足 方程 

径 = 芝 = 邯 (2) 


si 


x YF 让 
事实 上 ,对 于 古 希腊 人 ,3 个 长 度 4,8,C 的 匀 积 是 边 长 为 
4, 百 ,C 的 平行 六 面体 的 体积 ,从 而 关系 (2) 导 出 ( 欧 几 里 得 ,《 儿 
何 原本 3 第 户 卷 ,关于 可 公 度 比 的 命题 12) 
全-2axxxy。 [64] 


三 TT 

看 来 完成 这 个 作 图 一 点 也 不 比 原先 的 作 图 容易 .但 欧 多 克 索 斯 

的 学 生 梅 内 克 所 斯 注意 到 ,(2) 也 能 写成 两 个 方程 联 立 的 形式 ， 
x = 2ay ， {3) 
zy = 202, (4) 
梅内 克 沁 斯 然后 产生 这 样 的 想法 :在 平面 上 作 两 条 互相 垂 
直 的 半 直 线 0X 和 OF ,并 在 0X 上 线段 x = OP 与 OY 上 线段 y 
= 00 之 间 分 别 考 虚 关 系 式 (3), (4). 但 对 OY 上 千本 点 0(00 
= y), 在 过 点 8 作 的 平行 于 OX 的 直线 (图 19) 上 存在 点 寻 ,使 
得 xi= DOPi = QM 满足 xf = 20y (2a 与 y 之 间 的 “比例 中 项 ”)， 


EE 


也 存在 点 ia ,使 得 x2= 0P2 = QW 满足 xzy=2az(2a,y 与 a 
之 间 的 “第 四 比例 项 ”)， 
当 在 O07 上 变动 时 ,点 好 1, 邓 2 描绘 出 两 条 曲线 Cj, Ca， 
梅内 克 纪 斯 稍 后 发 现 , 这 两 条 曲线 可 以 作为 平面 与 辐 惟 面 的 截 
线 得 到 ,在 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 之 后 ,阿波 罗 尼 奥 斯 ( 公 元 前 3 
世纪 ) 深 入 研究 了 这 些 称 为 园 惟 曲线 的 平面 曲线 ,他 称 Cj 为 所 
[5] 物 线 , 称 C2 为 双 曲 线 . 
如 果 NW 是 这 两 条 曲线 的 交点 , 则 线段 0F = NK = x 和 线段 
OK = AH=7y 给 出 (2) 的 解 .种 官 野 史 说 柏拉图 不 喜欢 这 个 解 
法 ,因为 它 用 到 直线 种 圆 以 外 的 曲线 ;不 过 这 类 通过 曲线 相交 的 
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作 图 在 欧 几 里 得 继承 者 中 多 少 还 是 流行 的 (即使 它 确实 暗示 
一 些 “ 可 以 看 出 但 没有 证 明 的 性 质 ) ,而 且 箱 卡 儿 和 牛顿 也 仍 热 
给 以 高 度 评 价 中 . 

笛 卡 此 和 费 马 所 用 方法 的 重要 性 在 于 这 样 的 事实 : 它 使 平 
醒 玫 何 学 中 任何 问题 翻译 为 代数 学 中 与 之 等 价 的 同 题 成 为 可 
能 .这 是 因为 ,按照 下 面 的 "词典", 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 对 象 
和 关系 可 以 衣 释 为 实数 论 中 的 对 象 和 关系 ;: 


点 彩 数 偶 fy,y) 包 
我 们 写 为 杀 =(z,y) 
直线 方程 ax + 好 +c= 人 ee2+82z0) 


属于 …… 的 点 满足 ….… 的 数 偶 
4 = (x1,¥1) 与 B 数 偶 (ix + (1 一 上)x2,871+ (1 -2)y2)， 
=(x2,7Y2) 之 间 的 点 其 中 0<tecl 
线段 48 的 长 度 。 〔〈(sl-xa)2+(y1-72)2)12 
贺 方程 xi+y2+x+ 了 +c=n0 
(de < G + b2) 
最 后 ,对 于 直线 48 ,4C 之 间 的 夹 角 a ,有 公式 
Cos 0 = (x1 — x0) (x2— x0) + Cy1- Yo0)(y2— yo0) 
(Cxi1— x0) 十 (yi 一 yo ) (C2 一 xo)+ (y2- yo) 
这 里 A={xo;7Y0),8B = (xlyyi),C= (%2, 72). 
通过 用 3 个 数 的 数组 (x,y,z) 代 替 点 ,用 方程 ax + by + ez 
+ d=0(a2+ b+c2#0) 代 替 平 而 等 等 ,也 能 类 似 地 对 “立体 几 
何 学 "加 以 “ 亚 译 ”. 
到 了 19 世纪 , 当 数 学 基础 终于 更 深入 地 建立 后 ,就 说 初等 


DD 可 以 用 同样 的 方式 定义 26 与 a 之 间 三 个 ,四 个 、…… “比例 中 
项 ,但 古 和 希腊 人 不 能 进行 3 次 以 上 根 的 “ 作 图 ” ,因为 在 他 们 看 来 ,多 于 3 
个 长 度 的 染 积 就 会 没有 意义 . 

你 当然 (= ,7J% (7,s), 陈 非 党 = 了， 


[66] 几何 有 一 个 实数 论 中 的 模型 .这 是 把 数学 中 并 不 相似 的 两 个 部 
分 联结 起 来 的 一 系列 “ 桥 汉 " 的 第 一 座 . 我 们 还 会 在 第 六 章 中 过 
到 某 些 这 种 桥梁 ,它们 是 数学 思想 基本 统一 性 的 越 来 越 鲜 明 的 
估 证 . 

再 进一步 ,平面 上 的 直线 . 圆 和 圆锥 曲线 可 通过 形 如 
P(x,y)=0(P 是 实 系数 的 一 次 或 二 次 多 项 式 C) 的 方程 定义 这 个 
事实 自然 导致 数学 家 研究 同类 但 对 次 数 不 加 最 制 的 方程 所 定义 
的 曲线 .这 是 数学 中 一 个 新 分 支 一 一 代数 几何 学 的 洪 盘 , 它 在 古 
希腊 人 已 知 的 曲线 清单 上 添加 了 许 许 儿 多 新 曲线 .在 300 年 的 研 
究 并 取得 大 量 成 果 之 后 , 它 如 今 仍 是 数学 中 最 活 哮 的 分 支 之 一 . 

坐标 方法 也 是 17 世纪 另外 两 个 伟大 进展 一 一 引进 函数 概 
念 和 微 积 分 的 基础 . 人 拉 常 说 , 古 希 腊 人 的 数学 概念 基本 上 是 和 静 
态 的 ,与 之 相反 ,变化 观念 主导 了 现代 科学 思想 , 当然 , 欧 几 里 得 
的 $ 几 何 原本 》 集 中 研究 位 置 和 大 小 都 固定 的 图 形 .然而 ,自从 古 
希腊 思想 秧 始 以 来 ,从 形式 上 或 从 本 性 上 理解 运动 和 变化 的 尝 
试 一直 茜 绕 在 哲学 家 心头 ,而 从 知道 如 何 测量 时 间 后 ,直线 或 圆 
间 匀 加 运动 概念 就 已 得 到 清楚 的 考察 .我 们 知道 ,在 古 希 腊 人 药 
天 文系 统 中 ,他们 正 是 试图 用 这 些 运 动 的 合成 说 明 行 星 的 轨道 
虽然 时 间 概 念 没 有 包 合 在 古 希 腊 几 何 学 中 令 , 但 至 少 有 两 条 平 
面 曲线 希 庇 疝 斯 割 轩 曲线 和 商 基 米 勒 煤 线 是 通过 匀速 运动 
的 合成 来 定义 的 2. 


中 xy 的 多 项 式 是 一 些 半 项 式 a xiy* 之 和 ;其 次 数 是 ) + 上 中 最 
大 的 数 . 

如 或 许 我 们 应 当 把 埃 利 亚 的 世 诺 的 著名 悖 论 看 作 试 姻 把 时 间 和 运 
动 引 进 “ 假 设 - 演绎 "系统 的 失败 结果 . 

号 希 庇 阿 斯 割 回 曲 线 由 如 下 的 点 好 所 描绘: OM 以 名 速 绕 0 转动 
而 M 在 QF 上 的 投影 蝇 在 OF 上 匀速 运动 (图 20). 阿 基 米 德 螺 鲁 由 如 下 
的 点 型 所 措 给 : 忆 以 匀速 绕 上 转动 而 且 沿 UD 匀速 运动 {图 211. 
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567 ] 看 来 主要 是 对 于 直线 但 不 -- 定 是 匀速 的 运动 一 一 万 其 是 落 
体 运 动 ,这 是 中 世纪 垢 学 学 派 考 虑 的 一 个 突出 主题 一 一 的 研究 
使 得 14 计 纪 的 奥 雷 姆 产生 了 可 能 在 历史 上 首次 一 一 通过 
图 旭 来 表示 量 在 时 间 进 程 中 的 变化 的 想法 ,这 里 图 象 上 点 的 横 
坐标 表示 时 间 而 维 坐 标 则 表示 变化 的 量 在 该 时 刻 的 值 { 图 22 ); 
这 样 得 到 的 点 构成 了 所 研究 的 图 象 . 奥 雷 姆 还 认为 ,可 以 用 任何 

[68) 能 用 数 表 示 的 " 重 " 史 代替 时 间作 为 横 坐 标 . 这 样 的 做 法 现在 已 
无 处 不 在 ,而 且 常 常 误 用 . 


Y 


心 Xx 


图 22 


在 17 世纪 , 上述 想法 与 坐标 方法 联结 起 来 ,使 得 数 y“ 依 赖 
于 在 区 间 了 上 变动 的 数 * 这 个 想法 为 人 们 所 热 悉 . 到 17 世纪 
末 , 就 说 这 样 的 y 是 x 的 函 孝 . 它 的 图 象 是 一 条 曲线 ,并 与 过 f 
的 每 个 点 且 平 行 于 OF 的 直线 只 有 一 个 交点 .反之 ,每 条 具有 前 
述 性 质 的 曲线 定义 一 个 函数 ;例如 ,圆心 为 0 半径 为 1 的 位 于 


WD 它 不 一 定 是 二 希腊 人 理解 的 ^ 量 ". 一 个 例子 是 以 摄氏 庚 测 定 的 
淘 度 :一 个 渔 度 小 于 另 一 温度 这 概念 具有 物理 意义 ,但 其 度量 是 另 两 个 温 
度 之 “和 "的 温度 却 设 有 物理 意义 . 


OX 上 方 的 半圆 {图 17) 在 区 间 ~- 二 委 xx< 生 1 上 定 祥 函数 
y = YT- x. 

正 是 这 种 对 应 使 得 在 19 世纪 作为 柏拉图 意义 下 的 数学 对 
象 定义 隙 数 一 般 概念 成 为 可 能 ( 见 第 五 章 , $3,B). 不 过 直到 那 
时 奶 然 缺 乏 对 于 理论 基础 的 关注 . 然而 尽管 函数 概念 可 能 很 “ 直 
观 ", 它 却 开 辟 了 一 个 人 们 未 曾 预料 到 的 飞速 进展 的 时 代 , 这 种 
进展 在 数学 应 用 中 决 不 比 数学 中 更 慢 , 所 有 数学 家 都 竞相 投入 
这 一 进步 之 中 .这 首先 是 由 于 这 样 的 事实 ;函数 概念 是 17 世纪 
第 三 项 数学 发 明 ,或许 是 整个 数学 史 中 最 重要 的 发 朋 一 一 微 积 
分 的 基础 . 


39. 极限 概念 与 微 积分 


留 传 至 今 通过 "区间 套 " 过 程 ( 8 6) 确 定 一 个 数 的 最 早 例 子 
是 由 殉 几 里 得 给 出 的 (几何 原本 3》 第 阳 卷 ,命题 2) 对 于 圆 面积 
的 晕 近 .他 在 圆 内 作 内 接 正 方形 P1, 然 后 依次 取 前 次 多 边 形 各 
边 所 对 疡 的 中 点 ,得 到 8 边 ,16 边 ,…,2"+! 边 … 正 多 边 形 P,， 
PP 也，…. 他 同时 考 虚 各 边 在 前 述 害 边 形 顶 点 处 与 架 相 切 
的 外 切 正 狗 边 形 01,0;,…,0Q.,…( 图 23). 设 bp, 是 严 的 面积 ， 


【 商 有 影 线 郁 分 面积 为 gz - Pz) 
图 23 


当 民 东兴 : 海 了 大 关心 督 的 张 枯 


qn 是 0 的 面积 , 则 这 些 数 构成 一 个 区 间 套 序列 
[pi,g11:L pz, q2 ,pn ns 
的 各 端点 . 欧 几 里 得 通过 优美 的 几何 论证 证 明 


1 
gn pn (gn-1— pn-1). 


这 样 他 就 能 断 译 , 含 于 所 有 这 些 区 间 中 的 唯一 的 数 测量 出 “该 图 
的 面积 ”《 岂 附 录 4). 

这 -构造 是 所 请“ 窃 竭 法 "的 简单 例子 ,此 法 或 许 是 欧 多 克 
罕 斯 发 明 的 .无 论 如 何 , 正 是 欧 多 克 索 斯 应 用 此 法 证 明 圆锥 的 体 
积 是 同 底 辣 高 贺 柱 体积 的 三 分 之 -(《 记 何 原 本 》 第 过 卷 ,命题 
10) .在 阿 基 米 德 手 中 ,穷竭 法 产生 了 一 大 批 新 结果 :抛物 线形 的 
面积 ,球面 面积 和 球 的 体积 ,旋转 抛物 体 的 体积 ,等 等 . 

17 直 纪 中 坐标 的 应 用 使 得 推广 穷竭 法 成 为 可 能 . 例如 ,如 
果 y= 关 zx) 在 区 间 

fj: 
上 是 正 递增 函数 , 则 我 们 能 用 这 种 方法 求 此 函数 的 图 象 与 OX 
[70] 轴 之 间 所 围 面 积 $ 的 值 .把 了 相继 分 为 2,4,8,…,2a,… 个 相等 

部 分 ,对 每 个 子 区 间 [, ,1] 考 虚 以 此 区 间 为 底 、 位 于 所 给 曲 
线 之 下 的 矩形 的 面积 


60.p( te) 
和 以 此 区 间 为 底 ,位 于 所 给 曲线 之 上 的 矩形 的 面积 
多 二) 
如 有 果 5.' 是 前 一 种 什 形 面积 之 和 ,S$," 是 后 一 种 矩形 面积 之 和 , 则 
我 们 有 $S。 << Sg Sw , 且 有 


SS. 一 全 = bf(6) f(a) 
(图 24). 
这 样 数 S 就 定义 为 售 于 区 间 套 中 所 有 区 间 [S， , 5,"] 中 的 
一 8 一 一 _ 


( 通 有 影 厂 部 分 曾 积 为 $x" - 32 ) 
图 34 


唯一 的 数 .这 是 费 马 于 1636 年 后 关于 曲线 y = x"tm 是 大 于 1 
的 自然 数 ) 所 用 的 方法 .他 通过 一 个 简单 的 代数 公式 明显 地 给 出 
S。 和 .” ,从 而 得 到 公式 

加 b™ + 1 am+] 


$= m+]l 


( 见 附录 4)， 
后 来 , 费 马 和 通过 更 好 地 选择 把 了 划分 为 越 来 越 小 区 间 的 方 
法 ,把 上 述 结 论 推广 到 m = pzd 为 任何 (不 等 于 - 1 的} 分数 的 
情形 . 
这 个 方法 (连同 些许 可 玛 较 少子 区 间 的 改进 ) 至 今 仍 是 用 计 
算 机 计算 面积 的 基础 之 一 .要 不 是 同样 的 数学 家 们 同时 向 另 一 
个 在 古典 时 代 只 是 偶尔 厂 到 的 看 起 来 很 不 相同 的 问题 , 即 确定 
平面 曲线 的 切线 问题 发 起 冲击 ,或 许 前 述 方 法 本 来 不 会 引起 那 
人 么 大 的 兴趣 . [71] 


当代 数学 ;为 了 大 类 心 帮 的 荣 类 


对 于 二 希腊 大 ,曲线 和 在 其 上 一 点 对 处 的 切线 是 过 再 的 
一 条 直线 DD, 使 得 C 上 与 玫 孝 近 的 点 都 位 于 DD 的 同一 侧 ( 图 
25): 在 点 村 处 D" 切 般 "所 给 曲线 . 欧 几 里 得 证 明 , 以 0 为 中 心 
的 丽 上 成 时 处 的 切线 垂直 于 OH tt 所 何 诛 本 ,第 由 卷 ,命题 
16)1 而 把 圆锥 曲线 描绘 为 圆锥 面 与 平面 相 截 得 到 的 曲线 使 得 求 
出 这 些 曲 线 的 切线 成 为 可 能 . 然而 ,在 古典 时 代 , 除 圆锥 曲线 外 ， 
只 知道 一 条 曲线 即 阿 基 米 德 螺 线 ( $8) 的 切线 的 确定 方法 ,而 且 
我 们 也 不 知道 他 是 怎样 猜 出 这 些 切 线 的 作 图 方法 的 全. 


围 25 


正 是 费 马 又 于 1636 年 对 于 曲线 y = x"(m 是 大 于 或 等 于 2 
的 目 然 数 ) 用 坐标 方法 系统 地 向 这 个 问题 发 起 冲击 .问题 在 于 由 
方程 了 = of + 上 给 出 的 通过 点 (x ,y) (其 中 y = x") 的 直线 是 否 
在 该 点 处 " 切 触 "曲线 y = x". 这样, 必须 知道 对 于 0X 上 横 坐 标 


D” 阿 基 米 德 进行 了 这 紫 切 线 的 必 图 ,但 未 加 任何 解 硫 ,然后 用 * 反 
证 法 (附录 由 证 明 此 直线 在 触 点 处 不 可 能 穿 过 所 给 的 昌 线 . 


tO 一 一 一 一 一 一 -- 


为 x+ 大 (| 站 | 亮 分 小 ) 的 点 中 ,有 向 线 段 厂 的 正 负 号 (图 26). 由 
于 口 过 点 大 , 故 有 za= ax + 从 而 由 二 项 式 公式 ， 
RS={(x+h)"-(alx+h)+b) 
= mhx™ 1+ hiO(x,h}- akh 
=h( (mx™ la+ ho(x,h)), 
其 中 Q(x,h) 是 x, 的 多 项 式 , 而 且 存 在 数 4 ,使 对 | 天 | 过 1 有 
10(x,k)| 筷 4( 附 录 3). 172] 


如 果 数 & = mx"-!1- a 不 等 于 零 , 则 最 后 式 子 中 的 括号 与 a 

征 负 号 相同 ,只 要 
| < 上 | < jl， 

而 生 不 管 hh < 0 或 有 >0, 情 形 都 是 如 此 ;这 样 ,随同 h 变 得 大 于 
或 小 于 堆 , 司 改 变 正 负 号 .换言之 ,六 在 点 字 处 穿 过 所 给 曲线 . 
应 此 ,唯一 的 “ 切 触 "直线 必 是 使 a = mxz"-! 的 直线 Do 一般 地 
说 该 直线 确实 不 穿 过 所 给 曲线 ,但 m =3,x =0 的 情形 表明 并 非 
总 是 如 此 (图 27). 然 而 ,说 方程 为 


海 代 丈 学: 沟 漂 尖 让 妆 的 桨 失 


图 27 


和 一 YX) 
[73} 的 直线 Po 在 点 时 处 与 所 给 曲线 相 切 还 是 方便 的 . 

除非 用 一 种 18 世纪 中 期 之 前 在 进行 证 蛆 时 并 不 清晰 而 且 
义 用 了 如 0 年 之 久 才 得 到 一 般 化 的 语言 ,无 论 是 上 述 演 算 还 是 
“穷竭 法 ”论证 ,都 不 能 提供 令 大 满意 的 表述 .这 种 语言 就 是 极限 
语言 . 上述 欧 几 里 得 的 作 图 使 得 当 n 无 限 增 大 时 内 接 于 圆 的 正 
2° 边 形 “* 赵 于 该 圆 直观 上 显然 成 立 .公元 前 5 世纪 , 千 者 安 
梯 丰 走 得 如 此 之 远 ,说 对 于 充分 大 的 二 ,此 内 搁 正 案 按 形 计 成 贺 
本 身 , 这 使 柏拉图 学 派 的 几何 学 家 极为 愤慨 ,后 者 手 里 有 另 一 个 
例子 即 梅 内 死 危 斯 可 能 就 已 知道 的 驭 曲线 的 独 近 线 ( 图 19) :点 
(* ,1Ax) 到 直线 OX 的 中 离 小 于 ]/n, 只 要 x > n ,但 它 决 不 会 
等 季 零 ,这 当然 是 只 能 对 于 柏拉图 的 "绝对 图 形 " 才 能 想象 的 


(DD 非 数 学 家 很 难 把 握 这 个 陈述 . 匣 田 把 它 作为 "学 者 "的 怪 淆 来援 
引 .这 类 概念 上 的 困难 可 以 智 助 我 们 理解 为 什么 达到 极限 一 般 概念 要 花 
那么 长 的 时 间 ， 


事情 .如 今 我 们 说 实数 列 (h,) 以 0 为 极限 或 趋 于 0, 如果 对 于 每 
依 数 w > 其 下 标 m 在 某 个 数 no 以 后 的 所 有 hh, 都 属于 区 间 
下 <x <alno 当然 依 赖 于 a), 更 一 般 地 ,我 们 说 (h.) 趋 于 实 
数 g 或 以 a 为 极限 ,如 果 序 列 (h, ~ a) 欧 于 0; 此 时 写 


lim 及 ,= 去， 


er 


用 此 种 语言 ,区 间 讲 公理 (上 $6) 可 表述 为 ;如果 
im (es - b)=0, 
则 序列 (B) 与 (cy) 具有 相同 极限 , 即 售 于 所 有 区 间 中 的 唯一 的 
实数 2Z. 
回 到 费 马 确定 曲线 y = x" 的 切线 的 演算 ,我 们 就 能 说 点 时 
处 切线 的 "斜率 ”a = mx" ~! 是 连接 点 时 与 模 举 标 为 x + ,Ch 
天 的 的 点 的 “ 割 线 的 疼 率 ” 


(C(x + hs)" a") (5) 


《 它 只 当 甩 g#0 时 才 有 定义 ) 对 于 每 个 越 于 0 的 非 零 数 序列 (h,) 
的 极限 .这 种 形式 的 定义 可 推广 到 任何 方程 为 y = f(x) 的 曲线 ， 
条 性 是 对 于 所 有 的 于 0 的 非 零 数 序列 (4,) ,序列 


Ux+ ha) -f(x)) (6) [74] 


存在 极限 . 

在 了 7 世纪 中 ,很 抉 认识 到 费 马 的 方法 可 应 用 到 当时 已 知 的 
许多 其 他 曲线 , 例如 Xiy2 =]1,y 二 Mnx,y = tanx ,等 等 .对 于 当 
时 通过 人 徊 利 略 和 开 普 勤 的 工作 己 经 开始 出 更 的 近代 运动 学 和 动 
力学 ,同样 这 种 “者 于 一 个 极 根 "的 想法 提供 了 “有 瞬时 速度 "一 
那 时 已 经 直觉 地 知道 但 尚未 精确 表述 的 概念 一 一 以 及 尤为 重要 
的 加 速度 概念 的 定义 , 它 是 牛顿 力学 的 基石. 

一 定 不 能 设想 上 面 简 短 的 概述 反映 了 17 世纪 数学 家 们 创 
造 微 积分 的 思维 进展 过 得 ;这 个 过 程 是 缀 慢 、 上 曲折 和 混 迄 的 .在 
表达 式 (5) 中 , 当 我 们 取 =0 时 ,分 子 与 分 母 两 者 都 变 为 0, 而 


表 不 式 0A0 没有 意义 .数学 家 试图 通过 像 菜 布 尼 落 所 说 的 “无穷 
小 ”或 像 牛顿 所 说 的 “消逝 量 的 最 终 值 " 来 找到 出 路 ,但 这 只 不 
过 是 用 言词 来 掩 瘟 观 念 的 不 精密 .然而 ,到 17 世纪 未 ,对 于 这 类 
推理 的 逐渐 熟练 及 其 所 取得 的 显著 成 果 导 致 通过 引进 通用 记号 
和 算法 对 它 加 以 整理 编 定 ,使 之 能 容易 地 进行 操作 ., 当 * 变动 
时 ,表达 式 (6) 的 极限 定义 一 个 新 的 函数 ,牛顿 把 它 称 为 孙 数 y 


= 所 x 儿 他 称 之 为 “ 流 ”) 的 “ 流 数 ”并 对 这 个 新 函数 赋 以 记号 Y ， 
至 于 莱 布 尼 芯 , 则 总 是 把 它 写 为 dyAdx. 后 来 (6) 的 极限 被 写 为 
六 xf) 并 说 这 是 函数 y = f(x) 在 点 x 处 的 导数 .至 于 图 旭 中 
的 面积 $, 从 傅 里 叶 时 代 超 ,就 用 函数 y= f(x) 在 &a 与 5 之 间 的 
积分 这 个 术语 和 和 


| f(a 


这 个 记号 ,这 是 从 莱 布 尼 芯 所 用 的 名 词 直 接 继承 下 来 的 . 此 外 ， 
[7$] 上 述 术 语种 记号 也 推广 到 在 区 间 | 上 不 一 定 取 正 值 的 函数 .办 
法 是 把 轴 OX 下 方 部 分 的 面积 取 作 负数 . 
由 于 导数 与 积分 之 间 的 联系 这 个 关键 发 现 , 才 使 微 积分 的 飞 
路 成 为 可 能 .这 个 联系 是 许多 数学 家 各 自 独立 地 于 1660 年 前 后 
以 多 少 有 点 混乱 的 方式 发 现 的. 当 点 x 在 区 间 了 上 变动 时 , 式 子 


PF(z) = | 7(z)di 


定义 了 x 的 一 个 函数 .假定 有 前 面 所 作 的 假设 , 则 函数 y = 
F(x) 在 每 个 点 x 处 具有 等 于 f(x ) 的 导 教 (我 们 称 (x) 是 fx) 


WD 现代 公理 式 方法 能 使 我 们 严格 地 定义 “ 非 标准 数 " 集 R* , 它 包 合 
实 教 { 也 称 为 "标准 数 ") 千 及 ,但 在 及 * 中 还 有 "无穷小 数 ", 通 过 合用 非 标 
准 数 , 莱 布 尼 芯 的 推理 完全 能 加 以 验证 , 它 组 成 称 为 “ 非 标准 分 析 ” 的 分 
支 , 常 能 所 供 标准 分 析 中 定理 的 比较 简单 的 证 明 , 其 至 还 能 导致 新 的 性 质 
的 发 现 . 


的 原 函 数 ). 这 个 事实 易于 证 明 ,. 对 六 >0, 我 们 有 (图 28) 


至 lx+h) 


hflx)< | fC)dt hflr+h), 
此 式 也 可 写 为 
Og +h)- FOr) f(x) fr + h) -f(x), 
由 假定 Ax + hh) -x) 随 辣 & 变 为 任意 小 了 .对 于 有 <0, 推理 
相同 . [76] 


这 个 基本 结论 使 得 导数 的 性 质 移植 为 积分 的 性 质 以 及 反 过 
来 积分 的 性 质 移植 为 导数 的 性 质 成 为 可 能 ,我 们 要 在 附录 5 中 


DD 一 直到 大 约 1800 年 ,所 有 函数 都 不 加 指明 地 上 裔 定 为 (在 现代 意义 
下 2) 连续 的 (附录 3) .一旦 得 知 函数 fx) 的 一 个 原画 数 F(x), 所 有 其 作 原 
画 数 就 是 F(z) + ,其 中 记 是 任意 常数 . 莱 布 尼 淡 用 
| fs)ax 
记 广 的 任意 怒 诛 函数 . 


77; 


当代 数学 :为了 大 类 心 乞 的 荣光 


给 出 应 用 由 此 得 到 的 算法 的 若干 例子 ,它们 使 微 积分 成 为 异乎 


寻常 灵活 的 上 具 ， 

最 后 ,我 们 要 注意 ,所 有 上 面 叙述 的 几何 想法 , 像 19 世纪 中 
叶 之 前 微 积分 的 所 有 其 他 几何 应用 一 样 ,都 基于 关于 曲线 长 度 、 
曲面 面积 和 立体 体积 的 未 予 表述 的 假设 之 上 .它们 事实 上 是 通过 
简化 的 图 形 由 “几何 直观 "提示 的 .为 把 这 些 概 念 转化 为 相 拉 图 意 
义 下 的 "数学 对 象 ,还 有 一 些 难题 要 在 19 和 20 供 纪 中 来 攻克 . 


附 录 


1， 欧 几 里 得 几何 原本 3 第 Y 卷 中 比 的 演算 


欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 VW 着 讨论 同类 量 之 间 的 比 , 量 所 记 
的 类 则 未 予 指明 ;在 第 妈 和 第 多 到 阁 卷 中 ,他 把 前 面 的 理论 应 用 
于 长 度 、 平 面 图 形 面积 和 体积 . 对 于 同类 的 量 ( 或 如 欧 几 里 得 所 
说 “相互 类 同 的 " 量 ), 他 使 用 第 工 着 “共识 ”中 引进 的 两 种 关系 ， 
用 我 们 的 记号 就 是 4 <B 和 C=4+B8. 在 第 VW 卷 定 义 5 中 .他 
加 之 还 认可 两 个 同类 和 量 满 足 阿 基 米 德 公理 {本章 §$5)., 对 于 两 个 
同类 量 4 ,好 ,他 引进 一 个 新 对 象 一 一 两 者 之 比 ,对 此 他 未 加 定 
区 (定义 3 是 并 不 合用 的 “假定 义 ”, 像 关于 点 和 线 的 定义 一 样 
本章 $4)) .为 简短 起 见 ,我 们 把 它 写 为 4/B ,但 欧 几 里 得 没有 
用 记号 而 总 是 说 “4 与 B 之 比 ”. 下 一 步 ,对 于 这 些 比 ,他 用 同类 
晤 之 间 的 关系 4 = 8 和 4 <8 定义 比 之 何 的 关系 A/B= CC/D 
《定义 人 和 4/B < C/AD( 定 义 中 .直到 19 世纪 ,大 多 数 数学 家 
觉得 这 些 定义 复杂 得 没有 必要 ,甚至 不 可 理解 .我 要 在 这 里 解释 
这 种 表面 上 的 复杂 性 由 于 不 可 公 度 比 的 存在 是 必需 的 . 它 说 明 
了 十 希腊 人 思想 的 深刻 和 精致 . 

对 于 整数 之 间 的 比 ,相等 关系 m/n = p/g 等 价 于 mg = np， 
不 等 关系 mA/n < p/g 等 价 于 mg < mp. 但 关系 m/n <p/gq 也 可 
用 下 面 的 方式 表述 :存在 整数 之 比 rs ,使 得 
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mn<r/s<p/g (1) 

(如果 已 知 mA/n < pxzd 而 要 求 出 这 样 的 比 , 兵 要 取 上 = mm+P， 
s 二 n+9 即 可 ). 用 另 一 方式 也 可 说 成 :存在 两 个 整数 r,s ,使 得 
mm< 幼 但 rm > sm. 

如 果 比 A/B =m/n 与 CAD = pA/g 是 可 公 度 的 , 则 基于 前 
面 所 说 ,我 们 可 把 关系 4/B< CAD 表述 为 : 

存在 两 圳 数 r;i ,使 得 中 <i 坦 了 轨 > 4， 

然而 在 这 种 表述 中 , 比 4/8B 与 C/AD 为 可 公 度 这 一 事实 是 
不 相干 的 .这 司 愉 就 是 第 V 卷 中 关于 性 柯 比 (可 公认 或 不 可 公 
度 }) 的 定 关 8. 

现在 我 们 怎样 来 定 儿 相等 关系 4/B = CAD? 可 以 简单 地 
说 晃 非 不 等 关系 4/B < CAD 又 非 不 等 关系 C/A/D < A/B8, 由 此 
就 有 第 VY 着 中 关于 4/8 = CD 的 定义 6: 

对 所 有 使 得 DP < sC{ 对 应 地 ,1D = CC ,rrD > sC) 的 整 教 了 ， 
5 ;有 TB 让 ( 对 应 地 ,B= ,rh > sd). 

于 是 ,从 欧 几 里 得 开始 , 当 古 希腊 数学 家 要 证 有 明 量 之 间 的 两 
个 比 的 等 式 4/B = CAD 时 ,他 们 运用 所 谓 的 反 证 法 , 它 由 两 个 
通过 揭示 乞 盾 的 证 明 构 成 :首先 证 明 存 在 两 个 整数 r,s 使 得 7D 


< 志和 rB > sd 是 错 欧 ,然后 证 明 调 换 克 /B 与 CAD 的 地 位 时 [78] 


出 现 同 样 的 错误 . 正 是 用 这 种 方法 , 俩 如 , 欧 几 里 得 运用 本 章 89 
中 说 药 “ 穷 闯 过 程 证 明 两 个 锁 面 积 之 比 是 其 半 程 平方 之 比 (第 
着 着 命题 2) 以 及 (用 欧 多 克 家 斯 的 装 竟 法 ) 贺 锥 体积 与 同 底 同 
高 加 柱 体 积 之 比 等 于 173( 第 香 郑 命题 10)， 


2. 实数 系 的 公理 式 理论 


在 第 六 章 中 我 们 会 看 到 ,为 什么 由 向 卡 儿 开创 芍 使 实数 等 
同 于 直线 上 的 点 (本 章 引 最 徐 引 起 被 “严格 性 ” 盘 据 心头 的 19 
世纪 数学 家 的 疑 目 ,并 会 看 到 他 们 怎样 育 欢 实数 的 “算术 式 定 
义 . 另 一 方面 ,一 旦 希 尔 伯 特 在 几何 学 中 提供 的 公理 式 方法 (本 


章 § 4) 得 到 真正 理解 , 它 可 应 用 于 数学 的 许多 其 他 领域 就 变 得 
很 明显 . 正 是 按照 这 种 方式 ,代数 学 .拓扑 学 和 拓扑 辣 基 空间 理 
论 于 1930 年 前 后 建立 起 来 { 见 第 五 章 $5,A) .然而 ,只 是 到 最 
近 才 认识 到 ,同样 的 方法 也 能 应 用 到 实数 系 ,而 且 只 要 不 涉及 无 
政 盾 性 问题 , 它 就 能 为 整个 分 析 建 立 基 础 并 能 避免 “算术 式 定 
义 “ 第 六 齐 附 录 2) 的 复杂 性 . 

这 个 理论 比 欧 几 里 得 几何 学 的 会 理 系 统 更 简单 . 它 只 有 一 
类 “本 原 对 象 ", 称 为 " 实 歼 ", 而 在 实数 之 间 , 只 有 三 种 “本 诛 闫 
系 ”: 

1) 两 个 实数 之 间 的 关系 x* 筷 7 [也 写 为 y >x)(" 序 ”); 

2) 二 个 实数 之 间 的 关系 z= x + y( 加法")， 

3) 三 个 实数 之 间 的 关系 ”z = xy(" 鳞 法 ”). 

实数 系 理论 需要 17 条 公理 : 

R1) 存在 两 个 不 同 的 实数 . 

R2) 如 有 果 x ,y 是 两 个 实数 , 则 或 者 x <<Y ,或 者 了 去 z. 

R3) 如 果 同 时 有 x 近 y 和 7 过 zx, 则 xx =y; 反 之 亦 然 . 

R4) 如 果 *<y,ysz, 则 过 z. 

RS) (x 十 和 十 二 二 和 二 【yy 士 3)， 

R6) y+x*=x+7y. 

R7) 存在 实数 a ,使 对 每 个 实数 x 有 a+x=x. 

R8) 对 于 每 个 实数 x ,存在 实数 x' ,使 得 x +x'=a. 

R9) 如 果 xs 近 y, 则 对 每 个 实数 z 有 x +z 志 yY +z. 

R10) x(yz)= (xy)z. 

RIl) yx = xy. 

R12) 存在 实数 < ,使 对 每 个 实数 高 有 tx 三 x， 

R13) 对 于 每 个 不 等 于 a 的 实数 x, 存在 实数 x" ,使 得 xx" 


R14) 如 果 es<xyas7y, 则 as 大 zy 
R1S) x{y+z)}= y+ 2. 


对 于 每 个 实数 x ,我 们 控 
lx=x ,n+ ljrer=nexr+r 

通过 关于 n 的 归纳 定义 数 克 ,x. 

R16) 如 果 w sx 县 a 关 x, 则 对 每 个 实数 yy, 存在 整数 ,使 
得 yn"x(" 阿 基 米 德 公理 "). 

R17) 如 果 ( B14wo,《cr)4w0 是 两 个 实数 无 穷 序 列 , 满 足 :对 
每 个 堪 z0 有 

bie beri 人 c+ 
则 存在 实数 x ,使 对 等 个 天 有 
Dre 

(“区 间 套 公理 ”). 

作为 会 理 式 理论 展开 方式 的 鲍 子 ,下 面 是 由 上 述 公理 推测 
的 第 一 批 性 质 的 证 明 : 

1) 满足 R7) 的 数 a 是 唯一 的 .因为 如 果 a' 是 使 得 a' + x = 
* 对 每 个 x 成 立 的 另 一 实数 , 则 由 R6) 得 

=0 +a=a+a =a', 

以 后 我 们 把 满足 7) 的 唯一 的 数 记 为 0. 

2) 对 于 每 个 实数 x ,满足 R8) 的 实数 x' 是 唯一 的 .因为 如 
困 x+x' =0,x+yY=0, 则 由 R5) 和 R6), 有 

x =x +O=x + tr ty)=(x + x)+Yy 
={x+2) ty=0+y=7. 

以 后 我 们 把 满足 R8) 的 唯一 的 数 x' 记 为 - *. 由 定义 得 -(-x*) 
= x. 

3) 关系 x+z=y+z 葡 涵 x=y- 因 为 

x =%+0=x+ (r+)) = (x+2)+( (2) 
=(y+2)+(-2)=y+(r+(-2))=y+0=y. 
4)} 对 每 个 实数 x 有 0x =0. 因 为 由 R15)， 
Ox + yr= (0+y)x= yx=0+y, 

由 此 由 3) 得 ”0x =0. 


由 于 由 R1) 得 知 存 在 x* 关 0, 因 此 由 R12) 和 R4) 得 = 天 0. 于 
是 R13) 中 条 件 xz0 是 必要 的 . 

5) 如 果 zy =0, 则 两 个 数 x ,* 中 至 少 有 一 为 以 我 们 把 这 
个 事实 说 成 不 存在 成 为 "村 因 于 ”的 实数 ). 因 为 ,如 果 4 关 0, 则 
由 R1I0),Rit)y,R12)7 和 Ri3), 有 

x lay) = xr)y=ey=7y, 
以 及 
x try) = 0=0x" =0. 

我 们 把 关系 "x 志 yY 县 x 关 yy 写 为 x<Y 或 y>x. 于 是 , 恕 困 
x<y 且 yz, 则 有 x%<z. 因 由 R4) 有 x 万 z, 而 如 果 x =z, 则 会 
有 yy 去 x 从 而 由 R3) 得 x =y, 这 与 x y 的 假定 子 盾 .同样 可 

[890] 证 ,如 果 x<y 且 y<z, 则 xx<z. 

6) 如 果 %>0, 则 -x<0. 因 为 不 可 能 有 一 x =0, 否 则 就 会 
有 x*= 一 (一 %*) = 人 0. 也 不 可 能 有 一 x > 0, 和 否则 由 R9) 就 会 有 0= 
X +( jx+0=x>0, 这 是 荣 谍 的 . 

7) 我 们 有 (一 x)y = 一 (xy),(--x)(-y)=xy( 正 仙 了 号 规 
虽 ) .因为 由 2),4)7 和 R1S) ,有 

OQy= (x+(—-x)y=xy+(-x)y. 
于 是 又 有 (一 x (一 y)= 一 (x(-»y))= —-(— (xy))= xy. 

8) 对 于 每 个 xz0, 有 x*>0. 因 为 若 x2=0, 则 由 5),x=0. 
如 果 x >0, 则 由 R14) 得 x: 二 0, 而 x*=0 又 是 不 可 能 的 .如果 芭 
<0, 则 ~x>0, 从 而 由 7) 得 x2?=(-x)?>0， 

9) 满足 R12) 的 数 。 是 唯一 的 ， 

10) 对 每 个 x 关 0, 满 足 R13) 的 数 x" 是 唯一 的 . 

9) 和 10) 的 证 明 过 程 与 1) 和 2) 的 相同 ,只 是 要 用 乘法 代替 
加 法 .我 们 把 满足 R12) 的 唯一 的 数 记 为 1, 把 满足 R13) 的 唯一 
的 数 记 为 x 或 1/x ,显然 1=1>0, 因 而 -1<0. 我 们 有 
-1)x= 一 x ,因为 

xX+(-1)x=lx+(-1)x={(l+{-1))x=0x=0, 


实数 系 的 其 他 标准 性 质 都 能 用 同样 方式 证 明 . 

对 于 每 个 自然 数 m ,把 = 等同 于 实数 上 1. 由 实数 D,az 上 和 
nn 一 1)= -al 对 于 所 有 自 热 数 nn) 组 成 的 集合 之 称 为 整 
数 集 ， 


3. 多 项 式 实 根 的 通 近 


本 章 §6 中 叙述 的 斯 蒂 文 的 方法 基于 下 述 引 理 ( 他 并 未 证 
明 ): 

如 果 和 多项式 P(x) 对 数 xo 有 P(xo) > 0, 则 存在 区 间 xo-a 
<Y<xzo+eft 其 中 >0), 使 在 该 区 间 所 有 点 处 有 P(x)>0. 

让 我 们 假定 此 引 理 已 得 证 , 则 连同 $ 6 中 所 用 记号 ,我 们 能 
通过 反 证 法 《附录 1) 证 明 PLZ)=0. 先 假定 P(Z)>0, 则 由 
引 理 ,在 区 间 2Z-a<x<2Z+ea 内 P(x) >0 也 为 真 ,但 若 取 自 
热 数 下 使 得 1A0f < oa, 则 由 定 文 , Za<ba7Teo<ZF+ta, 
从而 PLb4) >0, 这 与 bi 的 选 法 巴 质 ,其 次 假定 P(Z) <0. 把 引 
理应 用 于 多 项 式 - P(x) 可 证 必 存 在 自然 数 上 使 得 P(e,) <0， 
这 又 与 ex 的 定义 矛盾 .这 样 我 们 确 有 P(2Z)=0. 

上 述 引 理 可 从 王 述 标 述 推出 : 

Plxot+ Rh)}= P(x0) + RPI(xo) + hPatxo) t+ Pp (xo), 

其 中 P,P;,…, PP 是 多 项 式 , 此 处 不 必 给 出 其 显 式 . [81] 

如 果 |8 | <3, 则 我 们 有 

| Pi(xo) + hPa x0) + + ht -lp (x0)| < WH, 
其 中 
M=1+|P(xo)| + | Pa xo) | + + | P(xo)| 
是 与 无 美的 不 小 于 1 的 数 , 这样 我 们 有 
Plxotrh)> P(xo)- Ih| “| Pi(xo) + hPa(xo) + :+ hr -1p, (zo0) | 
> Plxo)- MIk]. 

如 果 ”Pixo) >D0, 则 由 上 式 得 到 ,对 于 满足 -1<h <1 和 


i a i A 
一 P 和 时 2 - 
~ "i, a 


P(xo) P(xo) 
-NH “rt<* 3 
的 所 有 数 上 ,有 Pltxop+h}>0. 
用 灶 似 论证 可 以 证 明 ,如果 


Pt) = a0t + ot" I+ + 
其 中 ao > 0, 则 存在 充分 大 的 整数 4 >0, 使 得 PL4)>0. 事 实 
上 ,对 于 1>0, 林 写 


Pl)=r oot+i(err S++ Cn ) 


如 采 1 二 1, 我 们 有 


i 


1 02 ,On 
人 0 十 ai+ 人 + ao 


其 中 m=1+|al+iezl+…+lal. 如果 六 是 使 得 4 > 
NAao 的 整数 , 则 就 有 
a0+ 计 (+ 守 + 4]>ao- 交 >0 

从 而 作为 4" 与 一 正 数 之 积 的 P(A4) 也 是 正 数 ， 

显然 斯 蒂 文 的 方法 可 应 用 于 任意 的 满足 下 述 条 件 的 函数 
说 :A0)<0, 且 对 充分 大 自然 数 4>0 有 f(A4)>0, 只 要 假定 
于 述 关于 多 项 式 的 引 理 对 该 函数 也 成 立 .对 于 我 们 称 为 连续 的 
所 有 函数 ,情形 正 是 如 此 ;函数 f(x ) 连 续 是 指 , 对 它 的 定义 区 间 
的 每 个 点 x 和 每 个 数 a > 0, 存 在 数 >0{t8 依赖 于 * 和 6a), 使 
当 -B<xh<B 时 有 

[f(x+h)y- rx)| <a， 

事实 上 ,如 果 Asxo) >0, 只 须 在 上 面 定义 中 取 a = f(xo)/2 以 保 
证 当 - 有 < 上 <8 时 有 


fxo+ h) -f(x0) f(z0), 


Tri 


四 =-- 


EYE 有 让 


从 而 就 有 扰 xo+ 上 由) 袜 六 zxo)v2zn0. 可 以 证 明 连 续 性 的 一 个 等 价 
表述 是 :对 于 每 个 趋 于 0 的 序列 (如 ?有 lim (f(x + 各) -/(*)) 
=0. 在 18 世纪 末 以 前 ,数学 家 们 都 隐 含 地 假定 他 们 研究 的 所 有 
函数 都 是 连续 的 . [82] 
4. “ 穷 库 法 "论证 
欧 几 里 得 描述 的 “ 穷 渴 法 "(《 几 何 原 本 》 第 对 着 ,命题 2) , 基 
于 求 出 由 圆 的 -- 条 与 弱 的 端点 处 的 切线 所 构成 的 三 角形 
ACB( 图 29) 的 面积 的 值 .此 面积 是 三 角形 4CH 面积 的 两 倍 , 而 
后 者 等 于 
1 


] 1 ， 1 sima 
——AH: 一 一 2 一 一 2 
站 CH = AN tiana = 方 sin wxtana = - 


这 样 , 欧 几 里 得 关于 当 圆 驳 48 二 等 分 时 相应 三 角形 的 面 
积 减 少 一 半 以 上 的 证 明 就 归 嬉 为 对 于 <x/4 的 三 角 不 等 式 


sina .1 sin2a ,siniacoso (1) 


OS 


cosa 4 cos2a 
它 等 价 于 cos2a < 2cos4a ,最 后 又 等 价 于 
2eos4a — 2cosze + | > 0, 


而 这 个 不 等 式 由 显 见 的 不 等 式 
2 1) + 六 >0 
[33] 导出 . 

阿 基 米 德 用 攀 几 里 得 的 命题 证 明 贺 面积 “等 于 一 直角 三 角 
形 的 面积 ,其 一 条 直角 边 与 圆周 同 长 ,而 另 一 直角 边 与 该 圆 半 径 
同 长 .他 就 这 样 毫 不 犹 珠 地 谈论 曲线 一 段 强 的 长 度 ( 对 此 网 几 
里 得 学 派 是 不 予 讨论 的 ) ,他 而 且 意 识 到 这 就 需要 一 些 新 的 公 
设 ;基本 的 一 条 是 说 ,包含 于 三 角形 ABC 中 的 西 曲线 弧 玉 (其 中 
B,C 是 的 两 端点 ,如 图 30) 的 长 度 , 等 于 介 于 BC 与 4B + AC 
之 加 的 一 个 线 医 的 长 度 . 


图 30 


使 用 本 章 §9 中 所 用 的 记号 ,如 果 ,分 别 是 半径 为 1 的 
圆 的 内 接 和 外 切 正 2* 边 形 的 周 长 , 则 阿 基 米 德 就 能 写 出 不 等 式 


hr 


不 过 在 关于 贺 周 长 度 的 短篇 论著 中 ,他 只 限于 由 圆 的 肉 接 和 外 


切 正 96 边 形 周 长 给 出 的 近似 值 . 
人 们 会 斯 望 阿 基 米 德 像 欧 几 里 得 那样 ,通过 证 明 不 等 式 
hj 1) (2) 
给 出 2x 作为 周 长 上 和 工 的 “极限”, 
在 图 29 中 ,我 们 有 


《4C+BC)-4B=2ftana - sing ),， 
从 而 不 等 式 (2) 是 对 于 a < x 的 三 角 不 等 式 


tane — sincg < 二 (lan2e 一 ain2c ) (3) 


的 推论 ,此 不 等 式 可 写成 
sina(l ~- cosm) .1 sin2a (1— cos2a) sinacosali - cosia) 
4 cos2a 


GOR CHa20 
作 一 些 初等 变 撞 , 它 就 归结 为 
co820 扫 eos2e (1 + cosa)， 


最 后 归结 为 


cossa -cosazo + 1 =0. 


当 O0s<x 志 1 时, 我们 确 有 x3- x2+1>0. 
然而 ,三 角 学 演算 是 托 勒 密 ( 公 元 2 世纪 } 后 才 变 得 流行 起 
来 的 ,而 不 等 式 (3) 的 纯 几 和 何 证 明 在 来 对 于 阿 基 米 德 又 过 于 困 
难 . 
至 于 对 自 热 数 m 计算 原画 数 


上 t™di, 

必 

正如 阿 基 米 德 在 m =2 的 情形 所 看 到 的 , 它 归结 为 求 出 和 
+2 + 1)") (4) 


的 值 . 
《4) 中 括号 内 的 数 等 于 Su(n),Souft) 是 有 理 系 数 严 +1 


[85] 


次 密 项 式 . 此 点 可 通过 把 该 款项 式 写 为 

Sof) = aptTtl+ GtmT+ + ant 
并 使 

Sn+tl)—- Sn)= n" 

来 证 明 . 由 此 我 们 可 确定 系数 aj{ 见 第 四 章 附 录 4). 特别 是 ,我 
们 得 到 gao= 1Am + 1). 这 样 ,(4) 就 是 x"+17y(m +1) 与 另外 的 
m 个 项 之 和 ,这 些 项 当 无 限 递 增 时 都 趋 于 0. 赐 马 的 结论 可 由 
此 推出 . 


5 初等 积分 学 的 应 用 


为 有 益 于 对 微 积 分 基础 有 点 熟悉 的 读者 ,我 想 给 出 几 个 倒 
于 ,表明 能 从 险 代 判断 为 “单调 枯燥 , 邻 人 厌烦 ”( 第 二 章 817 的 
积分 学 的 其 些 初 等 算法 中 导出 什么 .为 篇 单 起 见 , 如 同 18 世纪 
数学 家 那样 ,我 们 假定 所 考虑 的 函数 都 是 连续 的 、 分 眉 单 调 的 
( 即 其 定义 区 间 可 分 为 有 限 个 子 区 间 ,在 每 个 子 区 间 上 所 给 函数 
是 递增 或 递减 的 ,或 者 是 一 个 常数 ). 这 些 算法 有 3 个 : 

1) 如 果 在 [a,5] 上 f(x)=0, 则 有 


| f(x)ax =0, 
而 且 仅 当 在 [a ,5] 上 f(x)=0 时 才能 有 
| FC)ax =0, 


由 此 可 推出 ,对 于 任意 两 个 函数 f,g ,如果 在 [a,b] 上 有 
[flx)| <M, 则 有 


卜 KaeCodz| eM ets) ld. (1) 

2) 对 [a,5] 上 的 可 微 函 数 &,v ,有 
| uw ad = ub 8) -ua)o(a) - | wv)as 
(2) 


PF PEP rrr er re 


(“分 部 积分 法 ”). 
3) 如 果 马 定义 于 [a,58j 上 且 是 可 匆 的 ,f 定义 在 包 合 上 所 
取 的 全 部 值 的 一 个 区 间 上 , 则 有 
8 $i) 
| reg))s Cd = | fls)ax (3) 
(变量 置换 法 ”). 
公式 (2),(3) 不 过 是 函数 乘积 和 复合 函数 求 导 公式 的 另 一 
写法 . 
18 世纪 的 数学 家 首先 用 这 些 公 式 得 到 “初等 "函数 的 本 身 
也 是 “初等 "函数 的 原画 数 ,但 它们 还 有 许多 别 的 用 途 .( 对 于 17 
和 18 世纪 的 数学 家 ,“ 初 等 "函数 概念 并 不 是 十 分 精确 的 .通常 
这 些 晒 数 由 “常用 "函数 诸如 er ,logx ,sinx 等 通过 反复 进行 代数 
运算 和 复合 步骤 得 到 . 例如， 
(es + ainx 
应 看 作 ” 初 等” 函数. 在 19 世纪 , 刘 维 尔 给 出 了 更 精确 的 定义 并 
能 证 明 某 些 “ 初 等 函数 "如 ex 等 ,其 原画 数 不 是 “初等 "函数 .) 
分 析 中 最 重要 的 公式 之 一 一 一 关于 n+1 次 可 徽 函 数 的 素 
勒 公式 ,来 自 反复 运用 公式 (2); 
上 人 -ForDftydt = -4-0) -pa) 


+ 4 fA) dt, 


JJ 


| =-D7"Da= -cea)+ (fC, 


fC)ar £6) -£0). 
把 这 些 等 式 想 加 给 出 
fr)= fa) + ET a) te Ea) + 


| pr de. 
下 面 是 另外 两 个 重子 : 
1) 在 概率 论 中 ,对 于 位 于 ” 铃 形 曲线 "下 的 面积 ,好 果 忽 略 
变量 的 很 大 的 值 , 就 会 产生 误差 .我 们 必须 估计 此 误差 ,就 是 说 
必须 计算 积分 
[86 ， | ea 
这 个 x 的 函数 不 是 "初等 "函数 ,但 讲 行 分 部 积分 , 它 可 写 为 
六 ed = 全 ed 22 | drt, 


2x + 212 
冯 因 对 于 过 上 有 


lsl+-7 is!1 十 
故 得 
要 一 于 喇 
i <| di < 
2z{ 1+ 203) 


I ) 在 分 析 、 数 掌 物理 和 数论 的 很 多 问题 中 , 常 遇 见 形 如 
EL 人 一 cosf( 1) + isinf(t) 
的 函数 ,其 中 了 是 实 值 函数 , 常 充当 “相位 函数 ", 点 ei/t 中 位 于 半 
径 为 1 的 回 周 上 ,按照 f(t) 的 快慢 变化 而 在 该 区 启 上 人 快慢“ 旋 
转 .由 于 | ex =1, 所 以 由 (1) 纵 出 的 关于 积分 


ena | 
| 


的 显然 上 界 只 是 b - a. 事 实 上 ,这 只 当 了 为 常数 时 达到 ,如 果 
f(t)= ct, 则 有 


| idt = ze _ erca 】 
ee = ~ ey, 
当 c 很 小 时 ,上 式 绝对 值 可 以 很 大 . 这 种 情形 于 二 阶 导 数 Fi) 


rr nr 


恒 等 于 零 .值得 注意 的 是 , 当 只 知 |f"(1) | 的 下 界 时 ,此 积分 的 
绝对 信 可 以 上 方 有 界 :如 果 在 [a ,5] 上 了 "(2)>A>0, 则 有 


» 3 
| einindt | 和 三 


旺 


( 范 德 科 珀 特 不 等 式 ). 
我 们 分 几 种 情形 来 验证 ， 
1) 58- a2/Y4. 此 时 由 (1) 有 
t fd | 二 . 
wodr| < 六 
2) > 2 且 在 La] 上 7 (0 此 时 对 e+ 斑 
委 上 执 二 有 (因为 /递增 ) 


(tA -=2V4.2 


2 
va 
于 是 由 (2) 可 写 
é » 
EA gs 1 a IA 
| ne d= | pad 《ed 
站 elflat+ aa) 1 rs J 
+ 一 fDi) 
A (et) ea 
YA 
{D 这 是 因为 
2 利于 2 
六 (e+ 去 | =f'(a)+ | pr 
> °C 4. 之 -2 
显 车 a 9" 
从 而 当 :>a+- 庆 时 有 
ff (e+ 地) =24. 
一 一 译注 


而 由 (1) 得 


A < ad 
War (F(t))* a ra A {fF Cd 
1 1 
a FB) 
六 at 万] 
1. 
zt 
由 此 得 到 
b + 
FE -一 人 pif) 
| 。 dil 二 | di + yne -Ad < 广 ， 


3) 一 般 博 形 . a 4 能 在 一 个 点 
fasesBp) 处 取 零 值 . 这样, 由 前 述 情形 ， 


6 1 
| end et. 
由 we < 去 
胃 一 方面 ,由 (3) 有 
| ed = | eringe, 


其 中 gg(f)= A 一 1), 由 于 gr(2)= 了 "(1), 所 以 在 区 间 [ -oo， 
~ 上 有 eg”(t)>4, 且 在 此 区 间 上 g'(1)}=-f'(-1)30. 册 
前 述 情形 ,我 们 得 到 


oro) | sna | et, 
| | | < 所 


[88] 这 就 完成 了 {4) 的 证 明 . 


在 第 五 章 中 ,我 们 畦 试图 表 胃 ,19 世纪 的 灶 学 家 们 上 以 经 典 
的 对 章 和 和 方 沪 出 爱 , 为 使 数学 进一步 溉 展 , 不 得 政 恬 明 新 的 肯 学 
对 章 和 新 的 方法 

我 想 在 李 章 和 下 章 中 简略 地 重 渴 监 学 家 们 力图 解 症 的 某 些 问 
嫩 ( 求 解 成 功 的 程度 则 差异 概 太 ) 的 历 虽 ,这 对 理解 这 种 必然 性 是 有 
葡 的 ,在 本 章 中 ,我们 只 讨论 这 樟 的 问题 ,其 最 丝 证 决 不 用 到 别 的 工 
县 ,只 用 到 我 们 已 讨论 过 的 " 既 典 “对象 : 数 和 几何 图 带 . 为 使 本 书 读 
者 能 扣 理 解 ,我 妊 把 与 称 为 教学 分 析 团 福 积 分 概念 的 发 展 和 老 种 应 
用 这 一 分 支 [ 见 第 三 章 , 革 豚 相 联 系 的 问题 捆 在 一 边 ;不 过 这 些 问 古 
为 数 非 膏 之 灾 , 而 且 是 最 引 AA 入 胜 的 壮观 进展 的 主题 . 吨 使 对 某 些 
可 以 完全 用 韧 等 术语 陈述 的 问题 , 帘 于 想象 力 的 教学 家 也 通过 引 上 只 
来 自 数 学 分 析 的 概念 或 技巧 ,成 功 地 部 分 或 全 部 解决 了 这 些 问题 
而 这 些 概 疙 或 技巧 初 看 起 率 同 要 解决 的 问 点 毫 无 甘 系 , 障 了 间接 棍 
皮 这 些 方 法 外 ,我 恕 怕 无 法 敌 得 更 名. 这些 方法 便 数 学 家 们 惊讶 . 舒 
他 们 感到 数学 的 深刻 的 .常常 是 神 妃 的 统一 性 ;在 谈 到 这 种 统一 性 
时 ,他 们 会 之 不 我 称 地 十 用 " 美 "这 沾 词 . 


1. 极 难 问题 与 不 结果 实 的 问题 
A. 完满 数 


某 些 馆 邻 向 未 解决 的 同 题 可 追 导 到 古代 . 毕 达 机 拉 斯 学 语 


— 


当代 鼓 学 :为 了 大 类 记 知 的 荣 术 


奔 子 卓然 数 匠 学 而 又 神秘 的 概念 ,这 时 致 他 们 观察 到 某 些 上 自然 
数 具 有 这 样 的 性 质 :这 些 数 等 于 其 所 有 固 教之 和 口 .例如 ， 
28 = 二 了 了 十 半 十 和 2 十 1, 
他 们 把 这 种 数 称 为 完满 数 ;问题 在 于 求 出 所 有 完满 数 . 古 和 希腊 数 
学 取得 非凡 成 就 的 证 据 之 一 ,是 欧 几 里 得 能 够 证 明 ( 必 几何 原 
本 ,第 玖 卷 ,命题 36), 形 如 
N=2- (2 -1)(p>2) 
的 数 是 完满 的 ,如 果 假 定 2 -1 是 素数 .事实 上 ,出 于 27~1 是 
素数 ,WW 的 因数 只 有 
1 ,2 ,和 2 ,2p -1 
以 政 
2P ~ 1,2{27 1) 2p -22 -1). 
但 上 述 第 一 类 因数 之 和 是 28 - 1, 而 第 二 类 因数 之 和 是 (2r-! 
- 1)' (22 -1), 因 此 NN 的 全 部 因数 之 和 是 
22 1+ 2-1) =2-!l27 -1)=N, 

到 了 18 世纪 , 欧 拉 证 明 这 种 数 是 仅 有 的 俩 完满 数 . 这 一 结 
论 立 即 引 出 两 个 问题 ; 

1) 有 没有 亲 完 洲 数 ? 

2) 对 于 何 种 自然 数 p(p 兰 2),2p - 1 是 素数 ? 

第 一 个 问题 至 今 仍 无 答案 ,尽管 各 种 计算 使 人 们 倾向 于 设 
想 其 回答 是 否定 的 .至 于 第 二 个 问题 ,很 清楚 自然 数 p 本 身 必 
定 应 当 是 素数 ,因为 如 果 p=mn 月 m>1,n>1, 就 会 有 

2 -1=(22 一 1)014+2n+228 十 十 2m Dn). 

当 p 为 素数 时 , 形 如 25 -1 的 数 , 称 为 襟 森 数 . 借助 十 分 簧 

重 的 手工 计算 ,验证 出 对 于 p127, 只 有 对 应 于 p 的 值 为 
2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127 

的 梅森 数 是 素数 . 


届 ”在 这 个 陈述 中 ,这 些 数 自身 不 计 入 其 因数 之 中 . 


电子 计算 机 的 降临 使 扩大 这 一 清单 成 为 可 能 ,现在 几乎 每 [0] 


年 都 能 发 现 新 的 来 梅森 数 .到 1985 年 ,最 大 的 素 梅 森 数 是 


2216091 1， 


它 有 65050 位 ,是 已 知 的 最 大 素数 出 . 但 至 今 仍然 不 知道 是 否 有 
无 穷 多 个 罕 梅森 数 . 


B. 费 马 数 
看 来 费 马 是 第 一 位 对 于 数 笃 + 工 提出 类 似 问 题 的 数学 家 . 


由 于 当 在 为 奇数 时 多 项 式 开 + 上 被 了 +1 整 除 ,因此 数 站 + 1 中 
可 能 成 为 素数 的 只 能 是 


22 +1 


这 样 的 数 ( 称 为 “ 费 蕊 数 ”), 费 马 验证 了 


22 +1=3,22 +1=5,27 +1=17, 
22 + 1 =257,27 +4 1 =65537 


都 是 素数 ,从 而 他 设想 所 有 " 费 马 数 "22 + 1i 也 都 是 寨 数 . 但 欧 拉 
指出 


22 +1= 641x6700417， 


而 至 目前 为 止 ,还 没有 发 现 别 的 素 费 马 数 ， 


上 述 这 些 问 题 的 特征 不 在 于 研究 它们 的 过 程 中 仍 有 未 能 午 


清楚 的 关键 之 处 ,这 其 实 是 所 有 问题 的 特点 ;这 些 问题 的 特征 在 
于 ,在 研究 中 从 未 能 再 前 进一步 . 当然 ,列举 无 数 这 种 类 似 的 极 
难 问题 是 奉 易 的 .但 是 ,为 什么 我 们 引述 的 这 几 个 问题 一 直 活 里 
在 数学 家 的 记忆 中 ?“ 完 满 " 数 驱使 我 们 回 到 算术 的 蒙 始 年 代 ， 
加 到 我 们 的 先辈 令 人 惊叹 的 年 代 ; 而 梅森 数 和 费 马 数 则 与 著名 
数学 家 的 姓氏 联结 在 一 起 ,而 且 最 近 它们 以 奇 蜡 的 方式 进入 有 


D1998 年 1 月 前 发 现 的 最 大 案 梅 森 数 是 302137 - 1. 一 一 译注 


限 单 群 (第 五 章 ,§ 4,B) 理 论 中 ,此 外 ,高 斯 在 他 19 岁 那 年 作出 
的 第 一 个 伟大 数 党 发现, 就 是 具有 p 条 边 (p 是 素数 ) 的 正 多 边 
形 能 用 直 尺 和 种 贺 规 作 图 当 且 仅 当 p 是 费 马 数 . 

再 说 ,我 们 永远 不 应 当 绝 望 ;50 年 前 看 来 不 可 企及 的 问题 
后 来 却 被 解决 了 ( 见 附 录 4). 


C. 四 色 问 题 


这 个 问题 大 约 提出 于 1850 年 ,由 于 它 可 以 非常 简单 地 陈 
[91] 述 , 还 由 于 它 极 难 解决 ,所 以 很 快 使 非 数学 家 着 迷 . 一 张 地 图 画 
有 NN 个 国家 ,每 个 国家 有 一 些 邻 国 ; 相 邻 国家 由 边界 (一 条 曲线 
弧 ) 分 由 (图 31). 四 色 问 题 就 是 要 确定 , 欠 种 关 多 是 否 足 以 使 入 
个 国家 都 着 上 色 并 使 得 没有 两 个 邻 国 具有 相同 的 颜色 . 


B: 和 盖 色 
只; 红色 
] :黄色 
Yi; 寻 色 


这 个 问题 属于 所 谓 组 合 论 .在 这 个 问题 中 ,必须 对 N 的 每 
个 值 ,鉴别 六 个 国家 与 其 他 国家 所 有 可 能 的 位 置 关 系 . 一 个 多 
一 一 人 一 一 


世纪 里 ,在 处 理 越 来 越 大 的 数目 入 的 过 程 中 (例如 和 这 样 的 数 
就 已 需要 大 量 工作 ) ,出现 了 许多 精巧 独创 的 想法 ,值得 注意 的 
是 ,研究 了 一 些 典 型 位 置 ,它们 可 用 来 把 六 个 国家 的 问题 简化 
为 数目 较 小 的 N' 个 国家 的 问题 . 最 后 , 阿 佩 尔 和 黑 肯 于 1977 年 
成 功 地 证 明 , 只 须 验 证 对 于 有 限 的 村 个 适当 确定 的 布局 可 以 只 
用 四 种 颜色 .就 能 保证 对 于 每 个 布局 可 以 只 用 四 种 颜色 .不 过 这 
个 数目 村 超过 1800, 从 而 "用 手工 "来 验证 所 有 这 些 情 形 的 可 
能 性 是 不 能 讨论 的 .为 此 必须 求助 威力 巨大 的 电子 计算 机 ,经 过 
一 年 的 努力 ,这 一 定理 终于 异 助 计算 机 得 证 ,看 来 已 经 艇 了 几 种 
独立 的 鉴定 ,因此 我 们 可 以 认为 四 色 问 题 已 经 解决 ,同时 希望 总 
有 一 天 另外 的 方法 会 提供 不 那么 犊 重 的 证 明 . 

同样 ,对 于 这 人 么 巨大 的 工作 量 ,我们 能 说 的 只 是 看 起 来 它 与 
最 终结 论 不 相称 .下 面 我 们 会 看 到 ( §2,B), 在 素数 理论 中 还 有 
一 个 未 得 证 明 的 猜想 , 即 效 量 慨 设 .数论 中 有 有 几 十 个 结论 依赖 于 [2] 
它 :如 采 黎 曼 假 设 得 证 ,那么 这 些 结论 就 都 得 证 ;这 一 事实 激发 
了 数学 家 对 它 的 兴趣 . 据 我 所 知 ,四 色 问 题 没有 任何 这 类 现象 . 
四 色 问 题 是 一 个 扳 立 的 结论 , 它 未 被 用 来 证 明 * 组 合 论 " 中 别 的 
定理 ,而 且 证 明 四 色 定 理 的 方法 也 未 被 用 来 证 明 别 的 定理 ;当然 
我 们 不 能 谈 及 未 来 ,但 我 们 可 以 说 ,除非 有 新 的 结果 出 现 ,否则 
这 是 一 个 不 结 果实 的 问题 . 


D， 初等 几何 学 中 的 问题 


基于 同样 的 理由 ,对 于 初等 平面 几何 学 中 引起 一 代 代 数学 教 
师 和 数学 爱好 者 狂喜 的 绝 大 多 数 问题 ,也 能 下 同样 的 结论 . 例如 ; 

1) 卡 斯 贡 隆 问题 .给 定 一 个 圆 只 和 任何 不 在 该 加 上 的 三 
个 感 P,8,R, 要 求 作出 一 个 三 角形 4BC ,使 它 内 接 于 加 P 且 其 
边 ( 可 以 延长 ) 分 别 通过 点 P ,0 ,有 (图 321. 

2) 百 尔 法 蒂 问 题 , 要 求 作 出 三 个 贺 ,其 中 每 一 个 与 另外 两 
个 相 切 ,同时 与 给 定 的 三 角形 4BC 的 两 条 边 相 切 { 图 33). 


3) 辕 规 几何 .这 里 的 任务 是 求 出 只 用 圆规 的 作 图 方法 ,使 
之 可 以 作出 所 有 用 直 尺 和 圆规 能 作出 的 图 形 . 
£93] 这 些 问 题 以 及 其 他 许多 问题 的 解 , 散 见 于 各 种 几何 学 论著 
中 ,它们 或 许 有 助 于 形成 它 已 是 一 门 完整 的 科学 ,其 中 再 也 没有 
一 昕 一 


rr 


什么 东西 可 发 现 的 印象 .矛盾 的 是 ,通常 这 些 论 著 不 提 及 用 和 直 
岂 和 圆规 "不 可 能 作出 的 几 柯 问题 ,而 它们 却 同 理解 数学 的 重大 
进步 有 着 联系 (第 五 章 , § 1). 


2. 硕果 累累 的 问题 


.平方 和 


我 们 在 第 二 章 85 中 提 到 了 拉 格 朗 日 于 1770 年 证 明 的 下 
述 定 理 : 每 个 自然 数 是 不 超过 4 个 自然 数 的 平方 之 和 .事实 上 ， 
把 一 个 自然 数 表 示 为 一 些 自然 数 的 平方 之 和 这 个 问题 在 古典 时 
代 即 已 出 更 ,无 疑 这 与 毕 达 哥 拉 斯 定理 有 关 ,现在 我 们 来 解释 这 
一 点 ， 

毕 达 可 近 斯 定理 导致 寻求 其 边 由 自然 教 a,5,e 度量 的 直 
角 三 角形 , 它 等 价 于 求 出 所 有 由 3 个 自然 数 a ,b,c 构成 的 数 
组 ,满足 

a = bh*+ ce2. 
念 交 = paiy=cxa: 它 又 等 价 于 求 出 有 理 教 xs ,y ,满足 
和 + Y2= 工 . 
这 是 以 0 为 图 心 .半径 为 1 的 圆 C 的 方程 , 且 点 4 ={1, 人 0 位 于 
此 加 上. 如果 导 (x,y) 是 C 上 具有 有 理 坐 标的 另 一 点 , 则 连接 
点 时 与 4 的 直线 具有 有 理 “* 斜 率 "+ ,其 方程 为 
Y=t(X—1) 
{图 34). 
如 果 我 们 写 出 此 直线 上 的 点 (x,y) 满 足 国 C 的 方程 这 个 
条 件 , 即 
Xe2+tzfxr 一 1)2=1， 
则 我 们 得 到 
(xz 一 1 人 (rz+T1+it2Y -1))=0; 
由 此 得 到 点 时 的 坐标 为 


1*—1l -21 


+ + 

如 果 取 t 为 性 一 有 理 数 , 那 么 我 们 就 得 到 x? + y:=1 的 所 有 有 
理解 . 

[94] 于 瘟 图 郎 已 知道 形 如 4#+3 的 数 不 可 能 是 两 个 自然 数 平 
方 之 和 , 形 如 8 +7 的 数 不 可 能 是 3 个 自然 数 平方 之 和 中 ,而 且 
他 可 能 已 猜 到 拉 格 朗 昌 定理 .无 论 如 何 ,在 17 世纪 , 巴 谢 : 德 - 梅 
齐 里 阿 发 表 过 这 个 猜想 ,而 费 马 则 声称 他 证 明了 这 个 结果 ;他 还 
断言 每 个 形 如 4 天 + 1 的 素数 只 以 一 种 方式 成 为 两 个 平方 之 和 ， 


”每 个 数 其 有 4,4K+1,4+2,4 上 +3 这 四 种 形式 之 一 . 取 这 些 数 
的 平 谨 ,经 名 所 得 的 数 都 具有 4m 或 4m +1 的 形式 ,因此 两 个 这 样 的 数 之 
和 不 可 能 上 共有 4m + 了 的 形式 .对 于 3 个 平方 的 博 形 ,除了 应 考 虚 形 妇 中 
+ hh?) 的 数 的 平方 之 外 ,推理 过 程 由 同 . 
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但 在 他 的 论文 中 没有 发 现 证 明 . 上 面 第 二 个 结论 为 欧 拉 所 证 明 ， 


他 还 成 功 地 证 明 每 个 自然 数 是 4 个 有 理 教 的 平方 之 和 . 田 一 方 
面 , 勒 让 德 发 表 了 这 样 的 结果 , 即 每 个 不 是 形 如 4"(8E + 了 7) 的 目 
六 数 是 至 多 3 个 自然 数 的 平方 之 和 .他 的 证 明 并 不 完全 令 人 信 
服 , 后 来 由 高 斯 加 以 完善 ， 

这 里 值得 注意 之 处 在 于 ,上 述 定理 一 点 也 不 使 数学 家 避 开 
这 些 显然 已 经 解决 的 问题 ,而 是 激发 大 量 新 问题 ,对 于 这 些 新 问 
题 的 研究 构成 数论 中 最 广阔 、 最 旺盛 的 分 支 之 一 ;其 中 之 一 还 同 
数学 中 别 的 领域 ,例如 分 析 或 几何 相 联系 ,而 这 种 联系 是 最 令 人 
惊叹 和 最 丰富 多 产 的 ,可惜 这 些 证 明 或 者 需要 分 析 中 的 高 等 技 
巧 ,或 者 虽然 初等 (如 费 马 和 网 拉 的 证 明 ) 但 却 过 于 完 长 和 复杂 ， 
难以 在 这 里 复述 ( 见 附 录 3). 基 此 我 们 只 能 限于 陈述 少数 几 个 
问题 及 其 解 . 


I ) 除了 两 个 或 四 个 平方 和 , 费 马 还 研究 过 能 写成 a2+ 
mn 这 种 形式 的 自然 数 ,其 中 o,5 是 自然 数 ,在 费 马 研 究 的 情 
形 中 ,N=2 或 N=3. 欧 拉 证 明 并 推广 了 费 马 对 这 个 主题 陈述 
但 未 给 证 明 的 一 些 定理 . 
正 是 拉 格 归 日 从 这 些 结 果 出 发 ,开辟 了 一 条 通 向 惊人 进展 
的 新 的 途径 .他 以 一 般 的 方式 考虑 形 如 
Gx2 + Bry + cy:=n (C1) 
的 方程 ,其 中 a ,86,c 和 nm 是 整数 ( 正 或 负 的 ) ,而 试图 求 出 的 解 
{(x ,7y) 中 的 * 各 y 都 是 整数 { 正 的 或 负 的 ). (我 们 简单 地 把 它们 
说 成 (1) 的 整 教 解 . ) 拉 格调 日 的 想法 是 在 (1) 中 作 * 变 量 替 换 ” 
=sal+pY, 
(7 oy 2) 
其 中 a,8,7Y,6 是 整 教 .显然 这 一 变量 替换 把 方程 (1) 变 搞 为 类 
似 的 方程 
AX? + BXY + CY?2=n, (3》 


[站 ] 
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其 中 4,8,C 都 是 (依赖 于 a,8,y,6 的 ) 整 数 了 ,如果 我 们 有 
的 整数 解 ( 工 ,了 ) ,那么 显然 公式 12) 给 出 (1) 的 整数 解 
(xy). 然 而, 一般 地 山 , 不 能 由 此 得 到 (1) 的 全 部 整数 解 ,因为 
由 (2) 解 下 ,了 的 两 个 线性 方程 网 成 的 方程 组 ,可 导出 


A (4) 
-3 y -A x, 
从 而 当 x ,y 为 整数 时 ,三 , 了 一- 般 只 是 有 理 数 .除非 
[站 ] a -有 = 土 上 ， (5) 
这 时 五, 了 必 为 整数 .于 是 拉 格 裔 日 限于 考 形 满 足 条 件 (5) 的 变量 
替换 (2) ,此 时 他 称 多 项 式 ax2+ bxy + cy? 与 48Y2+ BYY4 CF? 是 
等 价 二 次 型 .后 来 高 斯 指出 ,保留 这 个 概念 是 可 取 的 ;对 于 两 个 可 


由 满足 a - By = 1 的 变量 替换 (2) 互相 变 撞 的 二 次 型 ,他 称 之 为 
贵 等 价 的 .这 样 就 能 说 相互 之 间 实 等 价 的 二 次 型 组 成 同一 个 类 . 


卫 》 对 于 二 元 二 类型 er2+ bxy + cy2, 数 D=b?- ac 称 为 
它 的 判别 式 , D 是 一 个 整数 .同一 类 的 所 有 二 次 型 具有 相同 的 
判别 式 ,这 可 由 基于 (2) 的 计算 立即 看 出 ;但 反之 不 然 ,具有 给 定 
判别 式 的 二 次 型 并 不 一 定 属于 同一 类 , 然而 ,具有 判别 式 D 的 
类 的 数目 产 ( 万 ) 是 有 了 跟 的 , 它 可 明显 地 确定 为 也 的 一 个 函数 ;这 
是 由 狄 利 克 雷 作出 的 .在 20 世纪 ,证 明了 确 如 高 斯 猜想 的 那样 ， 


(DD 正 是 这 种 变量 普 换 (其 系数 为 任意 ) 使 得 把 表示 圆锥 曲线 的 方程 
《1) 重 号 为 
AT?+ BI2=1 
这 种 形式 成 为 可 能 .但 如 果 要 求 a ,3,y,8 为 整数 有 昌 满 足 (5), 那 么 并 不 总 
能 选 出 = ,8,y ,8, 使 得 (3) 中 的 “长 方 项 ”BXY 为 零 . 例如 ,对 于 形式 x? + 
+ ,我 们 有 B=2Co8+478)+a6+ 序 ,而 由 a -By = + 上 1 关系 武 玉 = 
0 成 为 2Xo8+ y+ 7) = +1; 这 当 a,B8,7Y ,8 为 整数 时 是 不 可 能 的 . 


当 DD 趋向 于 - % 时 ,和 (D) 无 限 递 增 ; 另 一 方面 ,高 斯 还 猜想 当 
D 趋向 于 + 时,h(D) 无 窃 次 地 取 到 值 1, 但 运 今 仍 不 知道 如 
何 去 证 明 或 省 定 这 个 玺 想 . 

仍 不 知 遵 一 般 地 说 ,为 保证 整数 n 使 得 方程 (1) 译 少 具有 
一 个 整数 解 {x,y), 何 种 判别 准则 是 必要 面色 充分 的 , 拉 格 并 日 
和 高 斯 只 能 给 出 一 个 涉及 判别 式 D 和 整数 的 判别 准则 , 它 保 
证 对 于 至 少 一 个 具有 判别 式 五 的 二 次 型 ,(1) 至 少 有 一 个 整数 
解 .不 过 如 果 相 应 于 判别 式 D 有 若干 个 类 , 那 就 不 可 能 指明 对 
于 哪个 类 (1) 有 整数 解 . 另 一 方面 , 拉 格 朗 日 表明 ,车 (1) 存 在 一 
个 解 ,如 何 能 从 给 定 的 一 个 解 求 出 所 有 其 他 的 解 ;如 果 D <0， 
则 有 有 限 个 解 ,但 如 果 D > 0, 则 有 无 穷 多 个 解 . 

上 面谈 到 的 所 有 结果 者 只 涉及 经 典 的 对 象 和 方法 ,但 我 们 
在 第 五 章 83,CI) 中 会 看 到 , 它们 如 何 成 为 现代 数论 的 主要 源 
肾 之 一 ,并 如 何 促成 新 的 数学 对 象 -一 一 域 、. 环 和 横 的 引进 . 


页 ) 拉 格 朗 日 关于 四 平方 之 和 的 定理 立即 引起 下 面 的 新 闻 
题 :方程 
Xi + x+ 二 (6) 
有 名 少 整数 解 (x1 ,x2,x3,x4)? 
此 间 题 的 管 案由 雅 可 比 给 出 , 它 以 出 人 意料 的 方式 同 ”的 
算术 性 质 相 联系 ,对 每 个 指数 上 > 1, 我 们 以 orln) 表 示 m 的 因 


数 了 的 下 次 固 之 和 .于 是 当 n 为 奇数 时 (6) 的 解 的 个 数 为 [97] 


38ejifa). 另 一 方面 ,如 果 n=27m ,其 中 mm 是 奇数 ,rw1, 则 (6) 的 
解 的 个 数 为 24clfm). 

自然 这 么 好 的 开头 不 应 就 此 打住 ,于 是 这 个 问题 就 推广 为 : 
对 每 个 自然 教 m > 4, 求 出 


(DD 此 处 我 们 认为 一 个 数 是 它 本 身 的 一 个 因数 .这 样 前 面 所 纵 的 完 
潢 数 定 义 相 当 于 s(n) =2n. 
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YX 人 十 区 十 二 (7) 
的 整数 解 (x 1 ,x2,… ,xm) 的 个 数 R,(n). 
对 于 这 个 问题 没有 和 通用 于 所 有 情况 的 完整 结果 .如果 m= 
8, 则 我们 有 Ratn) = 240c3atn) ,而 如 果 m= 16, 则 有 Ristn)= 
480a7tn) ,一般 地 ,如 果 m 是 8 的 倍数 , 则 我 们 有 Rtn) 的 下 
述 " 近 似 表 示 式 ”: 
Be oh-1(n), (8) 


其 中 = m/4, Bi 是 第 上 个 伯 努 利 数 (附录 4)“ 近 似 表 示 式 " 意 
味 着 


Pantn) 三 Rnln) -on) 
与 ao24 -1(n) 相 比 非常 之 小 ;精确 地 说 ,显然 我 们 有 


on-1(n)> nl, 
而 可 以 证 明 
| pmtn) | Cnn, 
其 中 Ca 是 一 个 不 依赖 于 ns 的 常数 . 
就 其 证 明 的 方法 来 说 ,这 些 结 论 的 证 明 仍 然 只 需要 19 址 纪 的 
经 典 分 析 , 但 它们 在 群 这 个 新 概念 ( 见 第 五 章 , § 2,C) 的 源泉 之 中 . 
下 一 步 是 代替 (7) 考 虚 方 程 
TT Gor bloxyxa t+ brax1x3+ 
二 (9) 
这 是 (1) 的 推广 ,其 中 系数 ok 和 4b 都 是 整数 .关于 它 的 理论 遵循 
类 似 于 方程 (1) 的 理论 的 进程 ,但 要 复杂 得 多 ,并 且 需 要 更 有 威 
力 的 分 析 方 法 . 


下 ) 推广 方程 46) 的 另 一 步 是 由 华 林 跨 出 的 ,这 件 事 甚 至 发 
生 在 拉 格 翩 日 的 证 明之 前 . 华 林 问 道 :是 否 对 每 个 上 3, 存 在 只 
依赖 于 上 的 整数 Gtk), 使 对 每 个 整数 ,存在 方程 
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和 有 十 和 十， 十 和 才 (二 玫 (10) 


的 整数 解 (x1,x2，,…,xcc32? 直到 1910 年 , 才 由 希 尔 伯 特 证 明 [98] 


Gtk) 对 每 个 庆 宇 3 的 存在 性 .从 此 以 后 ,这 个 问题 成 为 某 些 十 
分 深刻 的 研究 的 主题 ,其 间 提 出 了 了 (10) 的 解 的 个 数 的 一 些 近 似 
估计 式 . 至 于 应 当 能 推广 二 次 型 理论 的 "& 次 型 "的 算术 理论 , 尽 
管 作 了 大 最 努力 , 至今 仍 处 于 荫 芽 阶 眉 .对 于 由 m 个 任意 次 方 
程 构成 的 方程 组 ,情形 也 是 如 此 . 


B. 素数 的 性 质 


据 我 所 知 ,在 公元 前 5 世纪 以 前 ,除了 希腊 文明 之 外 ,没有 
任何 别 的 文明 有 人 想到 过 把 一 个 自然 数 分 解 为 它 的 素 因 数 之 
积 . 如 今 我 们 把 这 种 四 数 分 解 写 为 

n = pip per, (11) 
其 中 pi,p2,…,p; 是 察 数 , 是 至 少 等 于 1 的 指数 .由 于 没有 适 
当 的 记号 , 它 并 未 明显 地 出 现 于 欧 几 里 得 的 著作 中 .虽然 如 此 ， 
他 却 证 明了 下 列 三 条 性 质 (用 现代 语言 表述 ): 

a) 每 个 自 热 数 或 是 察 数 ,或 被 一 罕 数 整除 {几何 原本 》 第 
下 着 ,命题 31). 

b) 如 果 p 是 素数 , 则 mm 的 因数 只 能 是 pr'(r < m)(《 几 何 原 
本 3 第 及 卷 ,命题 13). 

c) 如 果 一 个 察 数 整除 两 个 自然 数 之 积 g6 且 不 整除 4, 列 
它 整 除 六 几何 原本 >》 第 大 着 ,命题 32). 

由 这 些 性 质 易于 用 归纳 推理 建立 因数 分 解 (11) 的 存在 性 和 
唯一 性 ， 

我 们 记得 ,在 第 二 章 8$ 5 中 ,我 们 萤 引 述 古 希腊 算术 最 优美 
的 定理 , 即 存在 无 穷 多 个 素数 , 欧 几 里 得 给 出 的 证 明 非 常 简单 
( 套 见 哈代 [7] ,第 28 页 和 本 章 附 录 1) ,但 我 宁愿 给 出 另 一 个 属 
于 欧 拉 的 证 明 ,因为 它 开 辟 了 通 向 称 为 “解析 数论 "这 一 分 支 的 
道路 ;无 论 如 何 , 它 可 以 上 只 用 初等 代数 语汇 来 推 述 . 
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这 里 用 的 是 " 反 让 法 ” ,假定 
pl1=2,p2=3,pa=3." ,pr 
( 按 亲 增 磊 序 排列 ) 是 仅 有 的 素数 ,然后 由 此 导出 错误 的 结论 .由 
【ii ,每 个 自然 数 nn 能 日 只 能 以 一 种 方式 分 解 为 该 式 右 端 那样 
的 乘积 ,这 时 应 允许 某 些 指数 丰 等 于 0( 于 是 相应 的 因数 pt 代 


- 之 以 1). 取 一 个 任意 大 的 自然 数 六 ,并 考虑 习 积 


11,...,.! 


-ev (+ + ‘(12) 
Lr phr Pr 

为 计算 这 个 乘积 ,只 须 在 每 个 括号 中 取 - 一 项 ,计算 所 取 的 项 
之 积 , 然 后 把 所 有 这 些 部 分 积 相 加 .这 些 部 分 积 可 写 为 1yn ,这 
里 = 到 (11 所 表示 的 形式 ,只 是 要 限定 对 所 有 指数 有 0 二 大坪 
刘 . 由 因数 分 解 的 唯一 性 ,所 有 这 些 部 分 积 互 和 不 相同 . 关键 之 处 
在 于 ,所 有 介 于 1 与 2* 之 闻 的 自然 数 n 出 现在 一 个 部 分 积 1/n 
中 (由 上 所 述 , 它 只 出 现 一 次 ). 事 实 上 ,如 果 1<n<2*, 那 么 因 
数 分 解 式 (11) 的 指数 ,上 3,…, 上, 中 没有 一 个 能 大 于 N11, 因 
为 否则 = 就 会 至 少 等 于 3 ,与 假定 n 2* 节 盾 . 这样 ,1/n 确 
实 出 现 为 Sy,, 表 示 式 中 的 一 个 部 分 积 , 当然 Sy ,中 有 别 的 部 分 

积 ,但 我 们 所 已 证 明 的 是 

] 1 l 1 


1 
SNir3e1+ 放 十 本 二 可 + 5 + (13) 


圭 式 右 端 的 和 不 描 计 算 , 但 它 能 以 下 述 方 式 代 之 以 一 个 较 
小 的 数 ; 把 它 的 各 项 以 截止 到 1/72 的 枝 分 成 部 分 和 组 : 
1 1 1 1 1 1 1 
1+ 广 + (+ 计 ) + ( 寺 + 二 + 赴 + 襄 ) + 
1 1 1 
(ra 起 : 
第 一 个 括号 中 有 2 项 ,每 项 都 至 少 等 于 1/4, 因 而 此 括 导 中 之 
和 渤 172. 第 二 个 括号 中 有 4 项 ,每 项 都 至 少 等 于 1/8, 因 此 它 > 


4/8= 172. 依 此 类 推 ,我 们 看 出 每 个 括号 1/2, 因 为 它 有 2 项 ， 
每 项 都 将 1/24. 由 于 共有 N -1 个 括号 ,因此 最 后 我 们 有 


Sw,r>1+ 方 N. (14) 


然而 ,通过 给 出 几何 数列 之 和 的 公 [100] 


] -a+! 


l+a+att++ar= ， 
1—-a 


也 能 把 Sw,, 表 示 为 
(Ca) lo) (a 
(到) 


部 时 把 分 子 中 所 有 因数 代 之 以 1, 则 我 们 就 有 不 等 式 
l 


SN 一 

0- 刘 人 -二 人- 有) 

而 右边 的 项 不 再 惊 冲 于 .比较 (14) 和 (16) 得 到 
1+ 广 Neh,， 


从 而 六 三 244- - 1)- 由 于 六 可 取得 任意 大 ,我 们 得 到 了 矛盾 的 
结果 . 

欧 拉 的 想法 是 用 舌 (1/p;)" 代 兰 (12) 中 宗 数 的 倒数 1/p;， 
这 里 指数 m 大 于 1( 但 木 必 为 自然 数 ); 这 种 想法 是 后 来 全 部 进 
展 的 根源 .可 惜 ,除非 使 用 分 析 中 级 数 和 无 穷 腾 积 概念 ,就 不 能 
描述 这 样 得 到 的 公式 ,而 我 们 在 这 里 未 氢 使 用 级 数 和 无 穷 乘积 
《参见 附录 2)， 

一 且 建 立 陛 数 序列 没有 尽头 这 个 事实 ,至 少 就 有 可 能 编制 
给 出 小 于 某 个 数 的 守 数 的 训 格 .相当 早 以 前 已 有 直至 3.10( 三 百 
万 ) 的 表格 ,而 计算 机 如 可 以 做 得 好 得 多 .已 知 的 构造 这 种 表格 的 
最 早 方法 是 “ 爱 拉 托 斯 特 尼 第 法 ”为 找 出 <* 的 所 有 素数 , 写 下 
所 有 一 * 的 自然 数 构成 的 序列 2,3,4,5,…,x; 从 4 往 下 划 掉 2 的 


一 i105 一 


Sw,r = 


= 4,， (16) 


人 


ja 


倍数 ,再 从 6 往 下 划 掉 3 的 信 数 ,从 10 往 下 划 挤 5 的 信 数 , 依 此 继 
续 下 去 .精确 地 说 ,在 第 天 步 后 ,没有 划 掉 的 上 + 1 个 最 小 的 数 是 
素数 ,而 如 果 p; ,1 是 其 中 最 大 者 , 则 第 上 + 1 步 就 是 从 2p;41 往 下 
划 掉 py ,的 倍数 .我 们 会 在 最 后 一 个 素数 p, 处 停 下 ,p 万 Y x. 事 
实 上 ,如 果 自 然 数 m 满足 Yx < m 万 + 且 末 被 划 去 , 则 它 不 可 能 是 
-个 积 四 ,其 中 a >1,8 >1, 因 为 否则 数 e 和 省 至 少 有 一 个 会 二 
yx ,因此 m 会 被 已 经 找到 的 素数 之 .… 整 除 从 而 应 当 会 被 划 去 . 这 
样 ,及 有 未 被 划 去 日 > yx 的 数 是 案 数 . 
对 于 编制 素数 表 , 有 着 蝎 有 力 的 方法 ,但 爱 拉 托 斯 特 尼 筛 法 
成 许 促 使 欧 拉 考 虑 公式 (16) 中 出 现 的 数 4 .事实 上 ,对 于 素数 p 


<vx, 有 
1 
-3 


个 数 满足 1 < m <<x 且 不 是 p 的 倍数 .如 果 在 " 爱 拉 托 斯 竺 尼 筛 ” 
中 没有 和 多 次 划 去 的 数 ,那么 近似 地 就 会 有 


(3 17) 
个 小 于 zx 的 素数 ,其 中 p, 是 vx 的 最 大 的 数 . (17) 中 x 的 倍数 正 
是 数 4, 的 分 母 .这 个 数 自然 依赖 于 x ,而 欧 拉 能 够 证 明 当 x 无 限 
增 大 时 此 数 藉 向 于 零 .然而 ,如 时 我 们 审 察 一 下 素数 表 , 就 会 发 现 
素数 分 布 得 很 不 规则 .很 多 已 知 的 素数 p 满足 p +2 也 是 素数 中 
(我 们 称 它们 构成 一 对 “ 挛 生 素数 ”), 人们 甚至 怀疑 这 样 的 素数 对 有 
无 穷 多 个 ,尽管 至 今 仍 无 方法 证 明 此 点 . 另 一 方面 ,在 自然 数 序 列 中 
有 你 想 多 大 就 有 多 大 的 “ 洞 ", 其 中 没有 任何 素数 ,例如 序列 


(DD 在 1985 年 ,我 们 知道 有 3424506 个 二 108 的 数 p 满足 p 和 p+2 
都 是 聚 数 * , 

“到 996 年 ,已 知 共 有 182312485795 对 小 于 1,37 x 104 的 挛 和 后 素 
数 ; 最 大 的 迹 生 素数 对 是 570918348 x 108120 示 1 详 注 


nil+2,nl+3," ,nl+n. 

甚至 欧 拉 都 对 这 张 表 感到 浊 甫 ,觉得 素数 的 分 布 是 ”人 类 心 
智 永远 不 能 看 透 之 亦 ”. 然 而, 勒 让 德 和 商 斯 相互 独立 地 在 18 世 
纪 末 叶 提 出 了 率 数 平均 地 避 从 简单 夫 律 的 想法 .高 斯 考虑 介 于 
数 * 与 数 x + 1000 之 间 的 所 有 素数 .如果 (lx) 是 这 些 素数 的 
个 数 ,那么 他 从 素数 表 中 观察 到 , 当 x 很 大 时 , 比 N(x)A1000 接 
近 于 logx. 如 果 我 们 考 碟 以 密 诬 1vtogzx 连续 分 布 在 一 直线 上 
的 质量 ,那么 介 于 2 与 之 间 的 质量 会 是 

jz) = | er 

liz) 称 为 积分 对 数 .由 此 高 斯 设想 , 介 于 2 与 x 之 间 的 京 数 个 
数 x(xj 必 定 能 被 数 Ex ) 所 “有 逼近” 

通过 狂想 当 x 无 限 增 天 时 比 rtx jitxz)y 赵 和 南 于 1 上述 想 
法 就 精确 起 来 .这 就 是 称 为 "素数 定理 "的 命题 .如 果 pj,p;,…， 
pn，…- 是 素数 构成 的 递增 序列 ,那么 可 证 明 此 定理 等 价 于 断言 比 
PnAnlogn 趋向 于 1. 

对 素数 表 的 检验 表明 这 些 猜 想 是 合乎 情理 的 ;例如 ,对 于 * 
=4-105 ,我 们 有 

T(x) = 1075292778753150,l(x) ~- x(x)=5538861. 

在 整个 19 世纪 中 ,有 许多 数学 家 致力 干 证 明 素 数 定 理 ;但 直到 1896 
年 , 才 由 于 阿达 玛 和 C. 德 - 拉 . 瓦 菜 - 普 柔 几 平 同 时 于 以 证 明 ,过 憾 
的 是 ,所 有 证 明 方 法 事 基于 研究 由 季 曼 引进 的 记 作 (zs ) 的 函数 ,而 
这 种 研究 希 要 分 析 中 的 高 等 技巧 ,以 致 我 们 不 能 加 以 叙述 了 了 ， 


QD 1896 年 以 后 ,许多 救 学 家 认为 素数 定理 与 黎 曼 5 函数 有 不 可 分 央 
的 联系 ,因此 不 可 能 找到 至 多 用 一 些 初等 微 积分 的 “初等 证 明 ”, 然而 ,1949 
年 ,入 " 赛 尔 信 档 和 P: 爱 尔 特 希 各 自 独立 地 给 出 了 素数 定理 的 初 等 证 明 , 证 
明 中 除 # ,logz 外 不 用 性 何 “ 超 越 性 ”的 东西 ,也 不 需要 后 积 分 .参见 潘 承 洞 、 
潘 承诺, 素数 定理 的 初等 证 明 , 上 海 科学 技术 出 版 福 ,1988. 一 一 译注 
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当 共 数学 :为 了 大 类 必 关 的 荣 拭 


数学 家 们 并 不 满足 于 这 个 成 就 ,他 们 还 想 了 解 差 
rtx)—lilx) 
歼 曙 关于 阴 数 f(s) 有 一 个 猜 柜 .如 果 这 个 猪 柜 为 真 ,那么 
就 会 有 下 述 结论 :对 每 个 指数 w > 0， 
r(x)— litx) 
+t 
趋 问 于 站. 址 性 的 是 ,尽管 经 历 了 130 余年 的 奋斗 ,仍然 无 人 能 
证 明 或 否定 歼 细 假设 .这 个 假设 一 直 是 数学 中 最 重要 的 尚未 解 
决 的 间 题 之 一 ,因为 它 的 解决 会 在 数论 的 许多 领域 中 带 来 巨大 
的 进展 . 
在 很 长 一 段 时 间 中 人 们 相信 会 有 x (x) <li(x); 素 数 表 显 
志 对 于 x 专 10? 这 一 点 成 立 .然而 , 李 特 尔 伍德 证 明 ,存在 无 穷 多 
个 自然 数 x ,满足 


xlx) -Exz) > 这 2 
也 有 无 穷 多 个 自然 数 x ,满足 
. Vx 
下 [六 一] 放生 < ~ 2logx 。 


迄今 仍 不 知道 使 r(s)-1li(xz) 改 变 符 号 的 最 小 的 数 xo, 但 它 必 
定 非 常 之 大 .显然 上 述 结 果 证 实 了 素数 的 局 部 分 布 极 不 规 贴 的 
印象 . 

1785 年 ,由 于 想 应 用 于 二 次 型 理论 , 勤 让 德 需 要 改进 欧 几 
里 得 定理 , 即 当 a 与 5 是 两 个 没有 公共 素 因 数 的 ( 即 a 与 5 是 
互 素 的 ) 自 然 数 时 ,确定 算术 数列 mm + 8 中 是 否 存 在 无 穷 多 个 
素数 .对 于 基 些 特殊 情形 ,通过 以 适当 方式 推广 欧 几 蜂 得 的 方 
法 ,可 以 容易 地 探 明 这 一 点 .例如 ,对 于 算术 序列 4n+3 和 6n+ 
5 就 能 这 样 伏 (附录 1), 但 是 没有 人 能 用 初等 方法 成 功 地 证 明 这 
个 一 般 定理 ;此 定理 的 证 明 是 由 犹 里 克 雷 于 1837 年 给 出 的 ,证 


明 中 运用 了 作为 黎 昌 郴 数 (5 ) 推 广 的 函数 . 

我 们 以 x (x;a,45) 表 示 算 术 序 列 mm + 5 中 至 多 等 于 x 的 
素数 的 个 数 .阿达 玛 和 各 德 : 拉 : 无 菜 一 普 桑 挫 广 他 们 的 方法 ,获得 
了 x(x ;a ,和 的 一 个 人 犀 计 式 , 并 证 明 比 


nlx;a,b) 
Xogx 


当 x 无限 增 大 时 具有 极限 1/gp(a), 其 中 pCa) 是 不 超过 a 和 且 与 
4 互 束 的 正 整 数 个 数 . 勤 让 德 已 狂想 到 这 个 公式 ， 


CC 上 代数 几何 学 的 药 始 


我 们 已 看 到 (第 三 章 , $8) ,在 发 明 坐 标 方法 之 后 ,立即 知道 
当 P 是 二 次 多 项 式 时 由 方程 Ptx,7y)=0 给 定 的 曲线 是 团 锥 明 
线 .在 18 和 19 世纪 ,这 导致 按照 多 项 式 忆 的 次 数 对 方程 P(x， 
7) =0 给 定 的 曲线 加 以 分 类 . 例如 ,牛顿 措 述 了 三 次 曲线 的 各 种 
形状 ,对 于 当 P 为 多 项 式 时 由 P{x,y,z)=0 给 定 的 曲面 ,也 以 
同样 方式 按 P 的 次 数 加 以 分 类 .PP 为 二 次 时 的 曲面 称 为 二 闫 曲 
面 ,它们 特别 地 包括 球面 和 阿 基 米 德 研究 过 的 某 些 旋转 曲面 . 

在 19 世纪 ,许多 数学 家 着 迷 于 研究 满足 某 些 条 件 的 图 挫 曲 
线 和 二 次 曲面 族 ,在 这 个 领域 中 他 们 发 现 了 许多 优美 的 定理 , 低 
次 曲线 和 上 曲面 的 几何 禾 究 也 有 一 些 可 喜 的 成 就 .我 们 只 引述 一 
个 峡 子 :可 以 证 明 在 三 次 曲面 上 或 者 有 无 帝 多 条 直线 一 一 此 时 
我 们 称 它 为 直 航 面 ,或 者 至 多 有 27 条 直线 ,它们 相互 之 间 有 着 
值得 注意 的 几何 关系 . 

这 些 研 究 是 黎 曲 的 工作 开辟 的 现代 代数 几何 学 的 前 奏 ; 在 
经 历 了 一 百 多 年 的 研究 (在 这 种 研究 中 分 析 、 代 数 种 拓扑 都 提供 
本 重 大 和 贡献) 之 后 ,如今 代 数 几何 学 已 成 为 数学 中 扩展 最 为 迅猛 
的 领域 .可 惜 这 些 主题 具有 商 度 技 巧 的 本 性 ,使 我 们 不 能 在 此 予 


1. 形 如 4 一 1 或 6K 一 1 的 带 数 


不 等 于 2 的 素数 必定 具有 4k+1 或 4k- 1 两 种 形状 之 一 ， 
其 中 kz 稍微 修改 一 下 欧 几 里 得 的 论证 ,可 以 证 明 有 无 穷 多 
个 形状 为 尼 -1 的 素数 . 
考虑 形 如 4k -1 的 素数 构成 的 递增 序列 
pB1=3<pz= 了 < <p, (1) 
假定 它 含 有 所 有 这 类 素数 从 而 这 类 素数 都 <<p;. 我 们 来 证 明 存 
在 形 如 4k -1 的 不 在 这 个 序列 中 的 家 数 , 从 而 此 素数 > p,. 
构造 数 
N = 4p1p2…Ppy ~ 1, (2) 
显然 此 数 椒 能 为 序列 (1) 中 任何 数 整除 ; 另 一 方面 , 它 不 可 能 是 
形 如 4k+1 的 素数 之 赫 的 丧 积 ,因为 每 个 磁 积 
{4a+1)(4b +1)=4(4ab +a+b)}+l 
又 有 4c + 1 的 形状 ,这 样 形 如 dk + 1 的 索 数 之 积 都 不 能 等 于 由 
(2) 定 久 的 数 开 , 因 此 人 必 有 一 个 形状 为 p=4k -1 的 率 央 数 , 且 
p 与 序列 (1) 中 每 个 数 不 同 ， 
每 个 不 等 于 2 或 3 的 这 数 必 定 具 有 6k+1 或 6k -1 这 两 种 
形状 之 一 .在 上 述 论证 中 以 6 代替 4, 就 可 证 明 有 无 穷 多 个 形状 
为 瑟 -1 的 案 数 ， 


2. 分 解 t(s) 为 欧 拉 积 
设 
pi<pi<e ep <. 


是 素数 构成 的 (无 穷 ) 递 增 序列 ,并 设 是 一 个 大 于 1 的 指数 . 关 
于 素数 的 政 拉 公式 有 如 下 述 ; 
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Pi pz Pr 


=1+ 示 + 训 + t+ (1) [108] 
每 个 自然 数 在 右 端 只 出 现 一 次 .为 使 此 公式 有 意义 ,必须 证 明 下 
到 三 点 : 
1 ) 如 果 对 每 个 整数 mm 令 
pn) sl tle 
则 序列 (天 (mm)} 有 极限 5. 
fH) 如果 令 
_ 站- 工 1 
co 人 -人 人 
则 序列 (CG(r)) 有 极限 P. 
HM) P=S., 


工 ) 的 证 明 . 当 由 < mm: 时 ,显然 有 灰 (m) < 下 (m’')., 如同 
人 2,B ,我们 对 星 < 交 考虑 差 P(27) ~- FU24) , 它 可 写 为 


(Bs 
(2” + 1)’ 2 TT NTI + 这) 
每 个 括号 

1 ll .ll 

(2 +1) (2 
中 有 站 个 项 ,每 项 都 小 于 1/24, 因 此 该 括号 中 各 项 之 和 小 于 
17(2 0. 由 此 可 知 下 (28) - 天 (24)》 小 于 首 项 为 17(2:-1)*， 
公 比 为 1/ "1! 的 几何 数列 之 和 ,从 和 


FON) ~ FO2N) fp TR ~ Tm (2) 


sa= {1-21) 


其 中 


L106} 


Mr 
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a er 


这 样 我 们 就 能 构造 由 区 间 

[8(2%), F(2Y) + psryn] 
形成 的 区 闻 套 ,其 长 度 趋 于 零 , 上 且 含 有 每 个 数 Fm),m > 2*. 由 
柯 西 原理 ,序列 (下 (m)) 存 在 极限 5 ,而 S 是 含 于 所 有 这 些 区 间 
中 的 瞧 一 的 数 ,并 且 对 每 个 自然 数 m 必 有 FC(m)<5S. 

IT ) 和 由 ?的 证 明 . 当 r<r 时 ,有 Gfr)<efr). 对 每 个 自 
然 数 六 ,存在 自然 数 rw ,使 对 每 个 自然 数 上 和 2,n 分 解 为 素 因 
数 之 积 的 分 解 式 中 只 含有 素数 Pi,pa，…，P 2,B) 中 的 论证 
表明 只 (2 )》 芝 Crvw). 另 一 方面 ,对 每 个 国定 的 自然 数 r， 


他 [r) 是 
] 1\..f_! 
{1}(1-z) (1 zm) 
Tf lf 上 
Lp [ed En Ce 
当 嵌 无 限 增 大 时 的 极限 ,而 所 写 的 这 个 数 至 多 为 户 ((pip3… 
pr)*)<5, 这 样 ,对 每 个 r> rwy 所 有 数 Ctr) 都 在 区 间 
[EF{2N),S] 
中 ,而 柯 西 河 惠 表明 序列 (G(r}Y) 具 有 等 于 5 的 极 有 限 PP. 
我 们 把 (1 两 边 的 共同 值 $ 记 作 (3). 
3. 求 ax2+ bry + cy: = 上 的 整数 解 的 拉 格 朗 


日 法 

我 们 需要 一 些 预 备 命题 和 注 记 . 

]) 贝 祖 定 理 如 果 上 ,5 是 两 个 自然 数 , 则 存在 两 个 ! 正 
或 负 的) 整数 m,n ,使 得 

m+nb=ad, (1) 

其 中 4q 是 m 和 nm 的 最 太公 因数 ， 

这 个 命题 可 由 相继 使 用 欧 几 里 得 除法 得 证 . 如 果 ez, 我 
们 相继 进行 除法 : 
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a = by+ rl, ri<b, 
b=rigl+r2, rrl, 


(2) 
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由 于 余数 rm 递减 ,我 们 必定 会 人 散 到 余数 为 零 ; 
FT MT 
Mk=Tk+1l9k+1i* 

因为 a 和 4 的 每 个 公 因数 必 整 除 每 个 5 ,所 以 有 qd = ri ,1. 如 果 我 
们 相继 解 (2) 中 每 个 方程 , 则 会 得 到 r= a- bq,r2= 6b-rigi,*…， 
由 此 看 出 所 有 m 都 有 由 + 示 的 形状 ,其 中 u,v 是 正 或 负 整 数 . 

开 ) 为 艇 

ox + Bry + Coy2= n, {3) 
我 们 可 以 限于 ,6 ,e 的 最 大 公 因 数 等 于 1 的 情形 .因为 如 果 4 
是 a,b,e 的 公 因 数 ,那么 d 必定 整除 mn, 而 如 果 n= dni, a = [107] 
dia,b = di,c = dei, 著作 方程 (3) 等 价 于 
Qi1X7+ Bixy + ey = 1. 

亚 ) 我 们 可 以 限于 求 (3) 的 这 样 的 解 :% ,y 的 最 太公 因数 等 
于 1( 称 汐 本 原 解 ). 事实 上 ,如 果 x = dr = dy: 则 22 全 整除 
hi; 令 n= d*n1, 我 们 就 有 

orf+ bxiy1+ eyt= 1. 

到) 可 以 假定 判别 式 嘱 = 了 2 -4ac 不 是 整数 平方 , 因为 否 
则 方程 + 如 + c =0 有 两 个 有 理 根 t= VW t2 = za/ 本 
成 既 约 分 数 形 式 ,并 取 uis W2 为 正 数 ,而 v1 v2 或 正 或 负 ), 于 
是 ,由 于 

二 
方程 (3) 就 可 写 为 
a VY (HI — 32) = Run2. 


为 解 所 得 方程 ,我 们 以 各 种 可 能 的 方式 把 nu1u2/a 分 解 为 
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两 个 因数 r,s 之 积 , 然 后 解 方程 组 
HiT -DIY 二 T,X PY 二 $8» 
自 限 于 求 整 数 解 ( 如 果 存 在 这 种 解 的 话 ). 

VY) 如 果 上 5 是 和 侦 数 , 则 判别 式 D 是 4 的 信和 数 ;如 困 上 5 是 奇 
数 , 则 D -1 是 4 的 偿 数 . 当 5， 为 偶数 时 令 p =0, 当 5 为 奇数 时 
令 op=1, 于 是 (D ~ po)/4 总 是 整数 . 

》 我 们 把 下 述 性 质 

-上 5b 是 m 时 信和 效 
答 记 为 "a=b(tmod m)” ,并 说 成 "a 机 im 同 祭 于 4b”. 

拉 格 朗 日 定理 于 是 就 如 下 述 : 

为 使 具有 判别 式 DD 的 二 次 型 az2+ bxy + ey? 使 得 方程 (3) 
有 一 本 原 解 ,其 必要 充分 条 件 是 同 余 式 


2+4pz -LR 0(modn) (4) 


4 
有 一 解 z ,满足 0<z<n. 
必要 性 设 (e,7y) 是 (3) 的 一 个 本 原 解 .由 贝 相 定理 ,存在 
B88 ,使 得 a8 - By =1. 如 果 作 变量 在 和 岛 
2 
y= YY +HY, 
则 得 到 方程 
PK +(27 +o) XY + sr?=n, 
它 有 对 应 于 (a, YY) 的 解 (1,0). 由 于 判别 式 不 变 , 我 们 有 


《2r + 2): -4sn=D. (5) 
又 由 p*=p, 上 式 可 写成 
[108] rtpr -Lie mn, (6) 


换 育 之 ,r 是 同 余 式 (4) 的 一 个 解 ,从 而 7 除 以 n 时 所 得 余数 ; 也 
是 同 余 式 (4) 的 一 个 解 . 
充分 性 ”如 果 同 余 式 (4) 存 在 一 个 解 r ,就 是 说 存在 一 个 
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{ 正 或 位 的 ) 整 数 ; 满足 (6) ,因而 它 满足 (5) ,这 意味 着 二 次 型 
ng + C2r + pp) ry + sy? 
以 万 为 其 判别 式 , 有 是 当 x=1,y=0 时 它 取 值 n. 
让 我 们 取 方 程 
X2+ Y=n (7) 
作为 重子 . 
可 以 证 明 , 具 有 一 个 二 次 型 燃 以 DD = -4 为 其 判别 式 ;这 样 
拉 格 朗 日 定理 表明 方程 (7) 具 有 自然 数 解 的 必要 充分 条 件 是 同 
余 式 
:2:==— 1(modn) (8) 
有 解 ， 
假定 n 是 一 奇 素 获 ,我 们 应 用 费 马 的 一 条 著名 定理 (我 们 
会 在 第 五 章 附 录 3 中 再 次 遇见 它 ) , 即 对 每 个 整数 a 0, 有 
a ls 1(modn ). (9) 
如 果 同 余 式 
sw 0 modn ) 
有 一 解 , 则 必 有 
QH D2 1 (modn ), 
可 以 看 出 ( 见 前 述 ) 这 个 条 忻 是 充分 的 .由 于 ( 一 1}m-02 当 n= 
4 上 上 +3 时间 余 于 一 1 而 当 n=4&+1 时 局 余 于 1, 我 们 得 知 每 个 
形 如 4Kk + 1 的 奇 素 数 是 两 个 自然 数 平方 之 和 ,这 就 是 由 费 马 陈 
述 并 由 欧 拉 证 明 的 定理 . 


4。 伯 努 利 数 与 汕 数 
这 个 附录 是 为 在 一 定 程度 上 右 悉 通常 短 级 数 展开 式 的 读者 
写 的 . 
我 们 在 第 三 章 §9 及 其 附录 4 中 看 到 ,和 费 马 在 最 早 计算 原 


函数 时 ,不 得 不 追随 阿 基 米 德 ,对 性 意 的 自然 数 m 3 1 计算 和 
式 
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当代 数学 :为 了 人 类 心 禹 的 菜根 


Smtn}=1"+2"+ :+n". (1) 
为 此 昌 须 求 出 名 项 式 3 fi) ,满足 万 程 
- 109 Smtt+1)- Sn) = 1™. (2) 


从 二 :项 式 公 式 可 以 直接 验证 ,如 果 Sti) 是 m+ 1 次 多 项 
武 , 则 除 常 数 项 和 外,S, (41) 的 系数 完全 由 方程 (2) 确 定 .常数 项 由 
条 件 Sm,.(1) = 1 给 出 ,此 条 件 则 来 自 (1). 

雅 格 布 : 伯 努 利 给 出 了 多 项 式 5S; {1) 的 优美 描述 , 它 可 引述 
如 下 .对 方程 (2) 稍 加 修改 ,对 每 个 m 关 1 我 们 考虑 m 次 多 项 式 
pnt xXx), 满足 方程 


pn(X+1)— wo (x) = nx"!. (3) 
我 们 考虑 序列 (gp,(x)) 的 "生成 丫 数 ” 
Flas) = 总 2 ia， {4) 


这 里 的 级 数 必 须 对 0 的 一 个 邻 域 中 的 ; 和 每 个 x 收 铺 ,由 (3) 得 
知 必 有 
Flz,ri+1)- F(z,x) 
x lz-! 
-= (5) 
如 果 我 们 求 (5) 的 形 如 
Flz,x)= ef(z) +g(z) 
的 解 ,那么 就 会 得 到 f(z) = le - 1).g(zx) 可 取 任 意 的 函数 . 
但 是 fz) 在 z=0 处 没有 定 闵 ,而 通过 令 2(z)= 一 1/z 可 以 消 
除 这 一 奇异 性 , 这样 就 能 通过 关系 式 
i (6) 
定义 怕 努 利多 项 式 pn,(x). 
对 于 xz=0, 这 导致 级 数 展开 式 


1 . 
1 zu tt + 
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+ tu(z))? 十) (7) 


所 以 


的 级 数 展开 式 只 含有 奇 次 需 项 .如果 我 们 写 
1 1 四 :有 
二 = 六 + 守 (-1) 3 nl -1 (0) 
那么 由 47) 和 (8) 得 知 B, 都 是 有 理 数 .计算 给 出 前 几 个 B, 的 值 
如 下 : “110] 
1 1 1 1 5 691 
B=6'B2=30B3= 17 B41=30'8;= 66'86= 3730 
7 3617 43867 174611 854513 
2 510789 798 90 330 Bus 138 ， 


有 -236364091 ,BB 8553103 8B _ 23749461029 
2 273 ”13 一 4 87 : 


这 些 数 称 为 伯 努 利 数 ， 它们 在 数学 的 不 同 领域 请 如 分 析 , 数 
论 { 尤 其 在 费 马 方程 x* + xy" = x" 的 研究 中 ) 和 微分 拓扑 中 有 着 
重要 的 甚至 是 神秘 的 作用 . 如 果 把 (9) 与 e* 的 办 级 数 展开 式 相 
飞 ,就 能 得 到 伯 努 利多 项 式 的 表示 式 


gn 和 = 和 -号 se-1+( 2 Bixn-2- (Baxzr 


+ (0) Bax* -~, (10) 


其 中 右边 的 和 到 使 得 指数 非 负 的 最 后 一 项 为 止 .我 们 有 公式 


pntl—x)=(— 1" x), (11) 
pak rt0) =0, p20) = ( - D1B:, (12) 
gf 人》 = nn -1(X) ,ne2. (13) 
它们 可 由 C6) 和 方程 
os(1-«) a 
e*—l 也 一 


直接 推出 . 
在 第 五 章 附 录 5 中 ,我 们 将 证 明 , 对 于 0<x 万 1, 伯 努 利多 
项 式 有 下 列 值 得 注意 的 三 角 级 数 展开 式 : 对 于 上 宕 1， 


Putx)= -1+1i2(2k)! 5 ， {14) 

put) = (D22k + 1)! Sr. (15) 

如 果 在 (14) 中 令 x =0, 我 们 就 来 得 由 欧 拉 获 得 的 关于 
E52 ) 之 值 的 公式 : 


5(26) =1+ 训 + 误 ++- 训 + 一 襄 yTBr* (16) 
这 一 公式 曾 使 欧 拉 的 同时 代 人 人 太 加 狗 许 . 这样, 对 于 较 小 的 让 
值 ,我 们 有 


Ea x 
52) = 23.5(4) = 373 5 (0) = 3 57 6 (8) = 3.33.57.7: 


老 早 就 已 知道 x 及 其 所 有 的 竹 都 是 无 理 数 ,因此 对 (2k) 
同样 的 结论 成 立 .由 于 对 5{2k + 1 没有 任何 类 似 于 (16) 的 表示 

式 , 因 此 从 欧 拉 时 代 以 来 就 提出 了 {2k + 切 是 否 也 是 无 理 数 的 

间 题 ,而 欧 拉 本 人 曾 试 图 证 明 情形 确 是 如 此 . 二 百年 中 在 解决 这 

[Ha 个 问题 上 没有 丝毫 进展 ,因而 这 个 问题 显得 是 极 难 处 理 的 . 然 
而 ,法 国 数学 家 R' 阿 佩 里 于 1977 年 想 出 了 一 个 十 分 精巧 的 方 

法 , 它 虽 然 只 用 到 欧 拉 时 代 就 已 知道 的 结果 , 却 能 证 明 (3) 是 

无 理 数 . 遗 鱼 的 是 ,尽管 进行 了 许多 研究 ,还 没有 人 能 成 功 地 找 
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到 可 以 用 于 £(5), 5(7) 等 的 类 似 方 法 . 
回 到 费 马 原先 的 问题 ,从 (3) 我 们 求 得 
Pn+1t1) - pn+1t0) =0, 
Par+i(2) ~ pm+ritl)}= (m+1)1"™, 
Pa+1(3) ~ pm+1(2) = Cm + 1)*2", 
Pm+ritn+l)- paritn)= Cm+ 1)n™, 
把 这 些 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,我 们 得 到 


San(n)= Pnti(n + 1) — gor1(0)), 
从 而 公式 (10) 给 出 了 Sn。(n ) 通 过 伯 努 利 数 的 明显 表示 式 ， [112] 


和 
新 的 对 象 和 新 的 方法 


[8 世纪 是 由 手 17 世 记 引进 的 数学 技 瑟 龙 捧 是 分 林 芒 其 着 
种 应 用 的 情 深 发 展 面 使 人 眼花 塘 息 的 时 代 ;: 对 于 血 析 对 世 他 长 
学 分 支 诸如 几何 学 和 风 率 论 的 应 用 以 硫 对 力学 和 天 立 学 的 应 用 
【在 预言 自 乱 更 蔓 方 面 , 它 取 得 了 著 和 成 茧 了 ) ,情形 也 是 如 此 . 
峙 而 ,奇怪 的 是 ,那个 世纪 束 学 似乎 以 隧 于 死 胡同 关东 . 那个 志 
纪 中 叶 的 赎 太 数学 家 种 络 涡 世 , 丹 尼 和 所 : 伯 和 努 惠 吾 于 1782 年 ,区 
控 和 达到 网 汞 至于 1783 年 . 拉 格 女 日 还 没有 到 50 内 就 断定 上 纯 
粹 数学 进步 的 年 代 已 既 过 去 ,17 器 年 后 他 和 哉 日 玫 把 注音 力 转 
问 牧 理学 和 化 学 , 面 拉 普 拉 斯 则 周 关 注 为 学 和 概率 挫 . 接 着 来 到 
的 是 革命 年 忧 , 它 使 科学 工作 者 朋 务 祖国 , 参与 战争 ,其 绍 洒 吓 
1786 至 1796 这 十 年 内 法 国 祝 有 出 现任 何 重 要 的 数学 新 感 黑 ， 
懒 这样 与 社会 动 萝 相 联系 的 数学 六 竣 年 代 , 在 当代 也 出 现 于 几 
个 国家 中 ;不 过 在 那个 年 候 ,除了 法 国之 外 ,没有 任何 国家 拥有 
是 以 与 我 们 方才 提 到 过 的 人 人 相 苞 概 的 点 楚 数 党 家 ,这 就 童 味 戎 
当时 灶 学 的 不 毛 状 态 是 全 球 性 的 ， 

国 此 ,1796 年 纪 高 斯 为 标志 所 开创 的 是 数学 的 真正 复兴 . 
高 斯 只 通过 厂 读 前 芗 的 著作 来 训练 自己 , 惟 在 15 是 内 革新 了 全 
部 歼 学 .从 19 世 思 早期 起 他 不 再 孤 齐 ,法 国志 莫 拿 最 有 剧 值 的 


中 陀螺 是 一 好 典 例 证 ,不 用 加 虱 动 为 掌 态 程 就 不 能 解 才 点 自由 于 
掉 的 运动 ， 
= ja =— 


改革 之 一 是 在 科学 领域 蚀 建 了 真正 的 高 等 教育 , 它 以 优秀 的 教 


师 为 支柱 ,并 向 公众 开放 由 .综合 工科 学 校 一 一 虽然 其 任务 主要 [113] 


是 培训 军事 入 才 和 工程 师 一 一 在 四 分 之 三 个 世纪 中 始终 是 第 一 
流 数学 家 物理 学 家 和 化 学 家 的 播 篮 , 除 高 斯 外 ,直到 1825 年 ， 
由 综合 工科 学 校 培养 出 来 的 数学 家 是 无 人 可 与 之 相 比 的 . 

正 是 18 世纪 其 至 更 早 形 成 的 观念 构成 了 这 一 数学 复兴 的 
基础 .但 几乎 同时 ,数学 的 风格 和 内 容 却 改变 了 ,这 不 仅 是 由 于 
由 高 斯 . 波 尔 查 诺 、 柯 西 和 阿 贝尔 但 导 的 著名 的 “返回 严格 性 " 运 
动 ( 见 第 六 章 , # 2,A) ,而 且 是 由 于 引进 了 新 的 数学 对 象 ,它们 
与 经 典 的 对 象 大 不 相同 ,因为 它们 不 再 能 用 人 们 蚌 官 所 能 感知 
的 "形象 "来 表示 ， 

在 整个 19 世纪 ,新 观念 的 繁殖 在 数学 的 所 有 传统 领域 一 一 
算术 .代数 .几何 ,分 析 一 一 中 势 不 可 当 地 持 绫 进行. 现在 我 们 把 
19 世纪 君 作 一 个 过 渡 阶 段 , 它 构成 “经 典 " 数 学 与 现代 数学 之 间 
的 桥梁 .这 是 令 人 惊异 的 丰产 年 代 :一 方面 发 现 了 许多 概念 , 它 
们 成 为 数学 的 胃 新 领域 一 一 群 论 .拓扑 学 . 蓝 数 空间 等 等 一 的 
基础 ,这 些 领域 在 当代 得 到 了 可 与 上 述 传 统领 域 媲美 的 扩充 ; 另 
一 方 而 深入 补 所 了 许多 旧 概 念 ,使 之 有 可 能 理解 有 关 的 各 种 公 
理 的 真正 普 义 . 

一 个 一 般 观 念 屎 渐 显 现 ,这 就 是 作为 一 种 数学 理论 基础 的 
结构 这 个 一 般 观 念 , 它 要 到 20 世纪 才能 精确 化 . 它 起 源 于 这 样 
的 观 替 :在 一 种 数学 理论 中 ,起 车 根本 作用 的 是 所 涉及 的 数学 对 
象 之 问 的 关系 ,而 不 是 这 些 对 象 的 本 性 ;因此 在 两 个 很 林 相 同 的 
理论 中 , 却 可 能 用 相同 的 方式 表述 两 者 各 自 的 关系 , 这 些 关系 及 
其 推论 的 系统 形成 一 个 隐藏 在 这 黄种 理论 深 处 的 同一 结构 ， 

通过 若干 可 以 理 表 的 例子 ,读者 在 本 章 中 将 会 看 到, 一 些 巨 


山 ”了 89 年 前 的 王 了 朝 只 有 专门 培养 末 来 官吏 的 学 校 才 开设 丧 一 点 带 
积分 的 数学 课程 ,而 普通 百姓 很 难 进入 这 样 的 学 校 . 
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大 的 结构 如 何 通 过 19 世纪 的 数学 进 程 涌现 出 来 ,这些 结构 已 是 
当代 数学 的 基础 .这 里 必须 强调 ,几乎 在 所 有 情形 ,这 些 结 构 的 
出 现 是 基于 解决 成 功 地 攻克 从 经 典 数学 继承 二 来 的 问题 的 需 
要 ,而 不 是 归于 创造 没有 鲜明 目标 的 新 抽象 概念 的 数学 家 的 想 
象 力 ， 

相间 的 结构 能 出 现 于 两 个 差异 极 大 的 数学 理论 中 这 个 事实 
引起 了 关于 全 部 数学 的 基本 统一 性 的 前 所 未 有 的 不 断 觉 醒 , 它 
不 上 顾 上 及 基于 所 研究 对 象 的 本 性 的 传统 划分 ,但 是 孕育 这 种 数学 
整体 性 的 观念 需要 很 长 的 时 间 , 而 在 19 世纪 ,每 种 新 理论 的 开 
发 大 多 忽视 它 同 别 的 理论 之 间 可 能 的 联系 . 只 是 到 本 章 结 尾 ,我 
们 才能 概述 这 种 作为 当代 数学 基础 及 其 前 进 动力 的 整体 性 观点 
( 见 §5,A). 


1. 新 的 演算 


A. 复 数 


明显 超越 古典 时 找 知 识 的 最 后 的 伟大 数学 发 现 是 解 任 意 的 
三 次 方 鹅 
x -pr=qg {1) 
的 公式 .附带 地 我 们 注意 到 ,任意 的 三 次 方程 
无 3 十 Qlx 4 + 3 二 避 
可 表示 为 上 述 形式 ,因为 如 果 令 xx = 一 a173, 则 我 们 发 现 对 于 
* 所 给 方程 为 


立 立 3 


(1) 的 解 可 能 是 波 伦 亚 大 学 教授 希 皮 奥 内 - 德 : 费 罗 于 16 世 
纪 初 叶 得 到 的 ,尽管 他 并 未 发 表 其 解法 而 只 是 在 通信 中 告诉 他 
的 一 些 弟子 和 朋友 .他 的 方法 是 求 形 如 x = w + v 的 解 ;我 们 有 


uw + vo) -p(t+v) 


x pr = 
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一 + + (dm p(n+1). 
当 3uv -pp=0 时 ,上 式 中 含有 zz+a 的 项 消失 ,其 结果 是 如 
果 同 时 有 
Ww = pA3, (2) 


2a3+t3= 中， (3) [115] 


那么 数 x = wu +b 就 是 (1) 的 一 个 解 .但 由 (2) 得 到 


3 
uv = 入 ， (4) 


而 关于 二 次 方程 的 古典 理论 表明 关系 式 (3) 和 (4) 草 涵 wu? 和 v3 
是 方程 


3 
三 -+0=0 {5) 
呈 3 4 3 
214 PP 3 3 io 
一 六 + 4 -2 = 二 -AM 本 -和 好， 《6) 


从 而 最 后 有 


I 2 3 2 “3 
z=4+a=Aj 六 tN -全 +A/ 全 - 条 -25 (7) 
(这 一 公式 通常 以 “卡尔 达 诺 公式 "著称 ,因为 卡尔 达 诺 是 首次 使 


它 为 扯 人 所 知 的 学 者 , ) 
由 于 微分 学 的 发 明 ,我 们 知道 如 何 通过 导数 来 研究 函数 y 


2 3 
=% ~ px -4 的 变化 ;由 此 易于 得 知 方程 (1) 当 3 -号 >0 时 有 


1 个 根 , 当 9 和 -2 <0 时 有 3 个 根 . 但 是 ,对 于 第 二 种 情形 ,公式 
(7) 看 起 来 不 再 有 意义 :事实 上 ,根据 正 负 号 规则 ,实数 ( 正 或 负 ) 
的 平方 总 是 正 的 ,因此 负数 不 能 有 平方 根 .然而 ,面临 这 些 困 难 ， 
意大利 代数 学 家 及 其 后 继 者 带 不 迟 必 地 对 数 v -a( 其 中 a > 
0) 进 行 演算 ,就 好 像 它 们 真 的 存在 似 的 . 这 就 是 说 ,连同 趣 则 
(Y -a 六 = -a, 他 们 对 这 些 东西 应 用 通常 的 代数 规则 . 例如 ， 


— i123 一 


[116) 


RR: 邦 见 利 把 卡尔 达 诸 公式 应 用 于 方程 
x -15x=4. 
他 知道 该 方程 衣 -- 实 根 x =4, 由 于 
z3- 1Sx—4= {x—4)(x2:+dxr+1), 
该 方程 还 有 另外 两 个 实 根 -2+y3. 卡 尔 达 诺 公式 纵 出 的 根 可 写 
为 


xz-=V2+v Di vy Ii. (8) 
应 用 二 项 展开 式 


(a+b) =ai+ 3ab +3ab:+ b, 

得 到 
(2+wY 一 1)3=23+3.22w 1+32 1 + (v1), 
以 -1 代 (w 1, 以 -4-1 代 (V 二 1), 得 到 
(2+w -1)=2+11w 1 =2+v (- 1}(11)Y=2+v -11. 
他 以 同样 方式 算出 
(2-v -D2=2-y -121, 

从 而 由 (8) 得 出 

x=2+v -121+2- v121-=4. 
他 说 ,即使 有 点 “ 禾 撞 造作 ” ,他 觉得 这 个 结果 令 他 满意 { 他 的 先 
驱 卡 尔 达 诺 或 许 是 第 一 位 敢于 进行 此 类 演算 的 人 ,在 提 及 这 种 
演算 时 说 到 “道德 上 的 折磨 ”! 这 并 不 妨碍 他 们 的 后 继 者 在 二 百 
多 年 内 更 大 量 地 不 断 进 行 涉 太 这 些 他 们 称 之 为 "不 可 能 的 "或 
暴 的 " 数 的 运算 .如 果 5>0, 则 我 们 有 一 上 =8x(~1), 类 侧 于 
对 正 数 5 ,6' 的 公式 VB = YB vB' ,我们 写 V -bb =vy6 x 
v - 1. 这样 所 有 虚数 归结 为 x + y 一 TI 的 形式 ,或 者 用 殉 近 引 
进 的 对 于 v -1 的 简略 记号 i 写 为 x + zi, 其 中 x,y 是 实数 . 坚 
持 使 用 这 种 无 意义 的 表示 式 是 基于 这 样 的 事实 :通过 这 些 运算 
代数 学 家 发 现 了 获得 不 必 区 别 若干 情形 的 一 般 定理 的 可 能 性 : 
二 次 方程 恒 有 一 个 重 根 或 两 个 实 或 庶 的 单 根 ; 实 系数 三 次 方程 
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总 至 少 有 一 实 根 了 ,因而 可 写 为 

(x -oxi+ pr + 0)=0. 
如 果 我 们 把 虚 根 也 算 在 内 ,那么 三 次 方程 的 根 的 重 数 之 和 恒 为 
3. 到 17 世纪 初叶 时 ,A. 吉 拉 尔 已 确信 ,n 次 方程 
lr on =O on0) 
有 实 或 虚 根 , 其 重 数 之 和 恒 为 n ,这 就 是 所 谓 “ 民 数 基 本 定理 ”， 
但 直到 18 世纪 末 叶 , 才 由 高 斯 充分 证 明了 这 条 定理 . 

到 那 时 候 ,高 斯 以 及 另外 两 个 名 气 较 小 的 数学 家 韦 塞 尔 和 
阿尔 网 ,终于 成 功 地 相互 独立 地 给 出 涉及 数 + 上头 的 运算 的 意 
义 ; 遵 照 高 斯 的 说 法 ,这 种 数 称 为 复数". 为 此 只 须 把 a + 8i 与 
关于 平面 上 直角 坐标 系 的 坐标 为 (a ,5 ) 的 点 等 同 起 来 . 稍 后 由 
险 密 顿 提出 的 一 种 等 价 的 解释 是 把 a + 5i 看 作 实 数 的 一 个 悄 


(3) 


并 具有 对 于 加 法 的 运算 规则 


站 DX 本 和 1 并 


中 对 zx<0. 多 项 式 xs3+alzz 十 如 ?和 十 G3 可 写 为 
“3 (1+ +2 + 二 + 本 (1) 
当 |x| > 1 时 ,我 们 有 


2 


| aa 4 | @2 + | | 
3 入 加 后 
六 
ltt+ 和 + 1- Lert lestt le 


当 |x| 守 i 和 |x|>|all+|az|+|as| = 及时, 冬 积 (1) 与 xs 有 相同 的 
符号 即 当 x*< -4 -1 工时 为 负 而 当 * > 4+1 时 为 正 . 用 斯 帝 文 方法 ! 第 三 
章 , 和 全 即 可 证 明 方 程 


因此 


x = 


存在 一 个 实 根 a. 
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(中 (人 = (9) 
和 对 于 科 法 的 运算 规则 

(人 (0 
位 (< 等同 于 实数 a0, 由 此 实数 作为 特殊 的 复数 出 现 ,而 规则 
(C10) 特别 地 给 出 


如 果 


这 就 是 不 可 能 的 "运算 忌 = -1. 
从 18 世纪 以 后 ,数学 家 们 也 不 加 验证 地 把 复数 用 于 分 析 基 
至 数论 ,以 得 到 关于 “真实 " 数 的 正确 结果 ,这 显得 相当 神奇 . -- 
当 关 于 复数 的 运算 得 到 验证 ,这 些 大 胆 的 介入 就 成 为 在 整个 19 
[118] 世纪 中 发 展 的 一 种 庞大 广博 理论 的 萌芽 ,这 就 是 由 柯 西 、 黎 曼 、 
魏 尔 斯 特 拉 斯 和 庞 加 莱 开 创 和 发 展 的 复 变 量 解 本 函数 论 以 及 从 
高 斯 和 犹 里 克 雷 到 茂德 金 和 和 希 尔 伯 特 开发 的 代数 数论 , 可 惜 内 
于 即使 着 手 讨 论 它们 也 需要 专门 的 知识 ,因而 我 们 只 能 在 -一 般 
概述 ( $5,A) 中 提 及 这 些 理论 . 


B. 向 量 
很 时 以 前 ,(9) 中 定义 的 加 法 概念 就 已 在 别 的 地 方 出现 . 如 
由 由 于 我 们 有 
(0) +(o) -= (6) (0) (0) =(%), 
这 样 的 等 同 是 合理 的 . 
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果 4 是 点 { “] ,4 是 点 (“) ,那么 


+a 
( +b’ 

是 以 04 ,08 为 邻 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 的 终点 CQ{ 图 35). 从 
17 扯 纪 初叶 开始 (无 疑 甚至 更 早 , 至少 在 特殊 情形 是 如 此 ) ,这 
个 “平行 四 边 形 法 则 "就 已 用 来 确定 由 两 个 运动 "合成 ”的 运动 驱 
使 的 点 的 速度 { 阿 基 米 德 螺 线 的 运动 学 描述 是 一 个 例子 ,参见 第 
三 章 , § 8). 速度 按 其 内 肖 由 一 向量 "表示 ,就 是 沿 着 运动 方向 
即 运 动 轨 道 的 切线 方向 的 一 个 直线 段 ,其 长 度 与 速度 大 小 成 正 
比 . 罗 伯 巨 尔 特 别 聪 明 她 运用 这 个 法 则 来 确定 某 些 曲线 的 切线 . 
后 来 牛顿 正 是 通过 把 为 表示 为 从 某 个 点 出 发 的 线段 ,用 同样 的 
办 法 定义 作用 于 一 个 点 的 力 的 合成 .这 种 "加 法 ”的 性 质 完 全 类 [119] 
似 于 实数 加 法 的 性 质 . 


中 当 00,4,8 在 一 条 直线 上 时 ,加 法 C=4+8 已 在 第 三 章 #5 中 
儿 柯 地 定义 . 
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当然 在 空间 中 也 能 间 样 构造 平行 四 过 形 , 这 就 是 说 ,考虑 实 
数 移 成 的 三 元 纽 
ri 
5 


oj 
0 I q+ a 
中 | 人 sv | {11) 
此 e" Cte’ 
但 是, 为 什么 要 在 三 元 组 这 里 停 下 来 ”没有 什么 理由 不 能 
对 任意 的 自然 数 na, 把 n 个 数 和 构成 的 数组 
娃 1] 


2 


rz=|. (12) 


并 定义 其 加 法 为 


称 为 n 锥 向 重 , 尽 管 当 nn > 3 时 ,不 再 能 把 它 与 直线 段 相 联系 . 
数 at1s sn) 是 向 量 x 的 分 量 , 而 两 个 向 量 x,x' 之 和 x 
是 以 x 与 x' 的 分 重 之 和 a; + a' 为 分 量 的 向 量 ， 

施 于 问 量 的 另 一 运算 来 自 平面 上 的 位 似 概 念 { 见 下 面 的 
E) ,这 就 是 以 数 (为 区 别 于 向 量 , 称 它 为 标量 )] 箭 向量 r = 


| | 的 “ 标 要 乘法 ”, 它 由 
| 
pt (®) 
定义 
这 种 “乘法 "可 直接 扒 广 :对 于 等 于 n 个 数 的 数组 (12) 的 向 


量 x,a"x 是 以 aoiflsysa) 为 分 量 的 向 量 .这 使 人 们 有 可 能 把 
xt 表示 为 如 于 形式 : 
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EE 二 + oe2+ "+ Cen: 


其 由 el 是 第 一 个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 0 的 向 量 ,ez 是 第 二 


个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 0 的 向 量 , 以 此 类 推 . 


在 19 世纪 中 叶 ,格拉 斯 蜡 还 引进 了 另 一 种 向 量 运算 , 它 能 


使 坐标 的 使 用 大 大 简化 ,这 就 是 平面 上 两 个 向 量 


2 


lt] + Wta. 


同时 ,用 这 个 运算 能 写 出 向 量 z 的 长 度 和 向 量 与 5 之 间 夹 角 


8 的 余 台 ; 前 者 记 为 上 wu 上, 由 


lu = w 有 :二 
给 出 ,后 者 则 由 


“d= Tul No 
给 出 ,由 此 两 个 向 量 的 正 交 性 条 件 可 简写 为 
Hp = 人 0. 
再 者 ,标量 积 遵 从 简单 的 运算 规则 : 
中 站 二 下 
(H+u 入 二 二 
对 任 一 标量 «， (au):p=a(w*pD). 
这 些 性 质 使 得 欧 几 里 得 的 许 
多 命题 一 旦 翻译 为 向 量 和 标量 积 
语言 ,就 几乎 成 为 自明 的 . 例如 ， 
以 bc 为 直角 两 夹 边 之 长 的 直 
角 三 角形 斜 边 之 长 & 与 向 量 w + 
5 的 长 度 相 同 ,这 里 ,5 是 长 度 
为 5,c 的 两 个 互相 垂直 的 商量 
(图 36). 


(13) 
(14) 
(15) 
(16) 


(17) 
(18) 


[最 到 


.121 


| 


由 (13),(163,(17) ,我 们 有 
和 = w+tvl2=Cu+o) (本 十 有) 二 下 于 十 28 二 DD 

由 于 按 概 定 wv =0, 我 们 有 

Hur+vl2= ul ?+ Hv Hl>, 
由 此 得 到 a* = &62*+ c?*, 这 正 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 

如 有 困 令 
HD= vit Ut + Wala, 

就 能 把 wb 的 概念 以 及 前 述 性 质 毫 无 修改 地 推广 到 空间 中 的 
向 量 ,这 里 41,wu2,u3 是 向 量 点 的 三 个 分 量 ,v1,v;y,va 是 问 量 了 
的 三 个 分 量 . 这 样 ,使 用 标量 积 不 仅 使 我 们 可 以 离开 坐标 系 , 甚 
至 可 以 不 考虑 维 数 .在 20 世纪 , 当 原 子 物 理学 中 的 空间 成 为 “ 希 
尔 伯 特 空间 "时 ,这 又 被 重新 提起 (附录 4,C). 


C， 罗 数 的 代数 运算 


我 们 已 看 到 (第 三 章 , 88),. 一 个 实 变量 的 实 值 孙 效 观 念 出 
现 于 17 世纪 末期 .通过 作出 它 的 图 杀人 这 一 迁 回 办 法 , 它 可 以 认 
为 是 从 人 们 感官 能 够 感知 的 平面 几何 中 的 “粗略 "概念 于 以 “ 抽 
象 化 "而 导出 的 .但 从 18 世纪 初期 起 ,已 有 必要 考虑 儿 个 实 变量 
xiyyzy… 的 ( 取 实 值 的 ?函数 ,例如 

fxs yz) r+ yat ar. 

对 于 两 个 自 变量 , 仍 有 可 能 谈论 函数 的 “图 象 ", 这 时 它 是 空 
间 中 关于 3 个 坐标 轴 画 出 的 曲面 ;例如 ,函数 f(x ,y) =xy 的 图 
象 是 方程 为 : - xy = 0 的 称 为 * 双 曲 抛 物 面 " 的 二 次 明 面 .但 只 要 
目 变 量 的 个 数 超过 2, 我 们 就 必须 放弃 任何 “形象 ”. 在 18 世纪 ， 
人 人们 只 是 说 六 x ,y,z,…) 是 通过 对 给 定 于 变量 x,Y,3,"… 的 慎 
进行 一 定数 目的 “运算 "所 得 到 的 值 . 而 有 旦 ,对 于 “运算 " 指 的 是 什 
么 ,从 未 有 精确 的 定义 ;当然 ,和 、 积 与 商 这 些 代 数 运 算 总 是 提 到 
的 ,但 常常 加 之 以 指数 x? ,对 数 , 三 角 函 数 以 及 方程 的 根 ( 其 至 
并 未 解 出 ) ,等 等 . 函数 观念 慢 慢 扩展 ,最 后 由 狂 里 克 雷 绍 出 一 般 
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定义 :这 个 概念 必须 承担 的 全 部 内 容 在 于 ,相应 于 诸 自 变 量 所 取 
的 每 组 值 , 有 某 种 方法 得 到 一 个 一 意 确 定 的 实数 . 犹 利克 雷 给 出 
了 一 个 迄今 仍然 著名 的 例子 , 即 由 下 述 条 御 定 义 的 范 数 六 xz): 
如 果 x 是 有 理 数 , 则 令 f(z)=0; 如 果 x 是 无 理 数 , 则 令 f(x) = 
1. 显然 不 可 能 画 出 这 个 五 数 的 “图 象 ” 

从 约翰 - 伯 努 利 起 ,就 用 记号 wx 或 Fx) 表 示 一 个 没有 特别 
规定 的 函数 在 自 变 量 信 为 x 时 所 取 的 值 .从 19 世纪 初期 起 ,就 
亚 渐 习惯 于 把 函数 (至 少 对 于 单元 函数 ) 看 作 间 外 的 对 参 ,而 不 [122] 
是 一 连 串 的 值 , 并 把 它 简 记 为 f, 例 如 sin 或 log. 对 于 这 些 对 象 
也 进行 适 算 :显然 f+g 与 让 由 

CF+a)(x)=F x) + g(x), fe) (lx) = f(x) g(x) 
定义 ， 

但 是 对 函数 还 有 别 的 运算 :两 个 函数 上 与 g 的 复合 , 它 使 
Ng (x)) 对 应 于 x ,如今 我 们 把 它 写 为 feg 以 与 乘积 应 相 区 
别 D; 反 函数 太 ! 当 它 有 意义 时 @ ,意味 着 f-1(f(x)) = x， 
FLF (7y)=y. 例 如 ,定义 于 区 间 [0,1] 上 的 函数 

sin( rx/2) 
取 值 于 同一 区 间 [0,1], 它 在 该 区 间 上 具有 “ 反 函 数 ” 


2 ， 
一 arc ainy 
tt 


D. 排列 和 置换 
从 16 世纪 以 来 涉及 概率 计算 的 问题 以 及 18 世纪 行列 式 理 


由 自 的 ,如 果 了 定义 在 区 间 T 上 而 g 定义 在 区 间 了 上 , 刚 必 须 对 J 
中 的 每 个 数 x ,gtx) 需 于 本 . 

名 ”当然 必须 是 这 样 的 情形 :对 两 个 不 同 的 数 x ,x' ,不 能 有 f(x) = 
记 x')- 此 时 对 1 的 图 象 有 一 简单 的 解释 :此 图 象 可 通过 的 图 银 关 于 直 
线 7y = x( 称 为 "第 一 分 角 线 ”) 作 对 称 机 到 . 
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论 中 出 现 的 "组 合 论 问题 ,导致 考虑 有 限 多 个 对 象 有 序 排 出 的 
各 种 不 同方 法 .这 些 排出 称 为 这 些 对 象 的 排列 ,例如 ,对 了 个 对 
象 a,5,e, 共 有 6 种 排列 : 
abc ,acb , bac , beg , cab ,cha. 
一 般 地 ,对 于 个 不 同 的 对 象 x1,42,… ,x; ;易于 通过 对 42 的 归 
纳 推 理 证 明 它们 的 排列 总 数 是 乘积 
1*2+r3r pn, 
它 写 为 n! 并 称 作 “n 阶 标 "(附录 2,A). 
当 x1,x2,"…',xn 是 互 不 相同 的 ( 实 或 复 ) 数 时 ,易于 构造 一 
个 n 次 代数 方程 , 它 以 这 nn 个 数 为 其 根 ,这 就 是 
Pli)= (tx) (~ x2) (tx)=0. 
如 果 我 们 写 
[2 P(AO= -at lt oat ?+ (1)",, (19) 
那么 闷热 当 因 子 ( 一 4+) ,人 一 x2) ,0 ,(t -x,) 以 不 同 顺 序 排 列 
时 ,系数 Ey 不 会 改变 .这 些 系 数 是 Ti Tn 的 多 
项 式 , 当 序列 
站 
代 之 以 它 的 酝 一 神 列 时 ,这 些 多 项 式 不 会 有 改变 . 这 易于 通过 直 
接 讨 算 来 验证 ,因为 直接 计算 给 出 
疮 | 一 X12 
二 1] 
Qn = LIX2 Wn, 
一 般 地 ,a 是 从 数 | x2，… x， 中 以 各 种 可 能 方式 取 上 个 并 子 
以 相 素 得 到 的 所 有 乘积 之 和 .这 是 因为 ,为 求 出 乘积 P(4) ,只 顷 
以 各 种 可 能 的 方式 在 每 个 因子 1 - X1 一 2 下联 一 
项 ,并 抢 这 些 项 的 所 有 滋 积 加 在 -起 . 
从 3 世纪 起 就 已 知道 ,每 个 对 称 多 项 式 S(xi, x1,…, x,) 
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( 即 在 x1,x2,… ,xa 的 任何 排列 下 都 不 改变 的 多 项 式 ) 都 能 写成 
RCal, G2 Qn) 的 形式 ;RCal,02,…, Gn) 是 4a1,42,… ,Gn 的 
有 理 系 数 多 项 式 ,如 果 S(tx1,x2,… ,xn) 的 又 数 是 有 理 数 , 例 如 ， 
对 于 n=3， 

XT + wt wa = xi+ e+ a) — IT + YTI + FIX1) 

二 好 一 2a2， 
XXX 3 十 XIX TL + 放 症 3 十 攻 生 太 ] 十 千 和 2 
一 《和 1 十 和 2 十 %%3) CXIN2 十 入 2 和 3 二 TIX1) 一 31 天 2 区 
= 0102 ~ 3609. 

华 林 于 1770 年 在 5S(x1,x2,…, zs) 为 已 知 的 情形 下 给 出 R(aj， 
az tn) 的 明显 公式 ， 

我 们 已 提 到 ( 见 上 面 的 A) 希 皮 揣 内"' 德 , 费 罗 关于 解 三 次 方 
程 的 令 人 激动 的 发 再. 大 约 在 1540 年 ,卡尔 达 诸 的 学 生 1 费 拉 
里 ,通过 复 允 得 多 的 公式 类 似 地 得 到 了 四 次 方程 的 解法 ;如 同 公 
式 (7), 他 在 其 公式 中 用 到 根 号 的 倒置 .然而 200 多 年 中 最 优秀 
的 数学 家 们 为 得 到 解 五 次 方程 的 类 似 公式 所 作 的 全 部 努力 都 告 
失败 . 

1770 年 , 拉 格 天 日 决定 通过 把 这 个 间 题 同方 程 的 根 的 排列 
相 联系 , 来 寻求 总 是 重 路 覆 梳 的 原因 . 解 四 次 方程 的 所 有 途径 都 
是 通过 预先 解 一 个 辅助 三 次 方程 达到 的 ;这 使 拉 格 朗 日 想到 用 [124] 
于 面 的 观察 作为 起 点 来 解释 这 个 事实 :如果 x1,xz, x3,x4 是 方 
程 

te ati+ at at + oa4=0 
的 根 , 则 多 项 式 
TIT2 + IN 

不 六 对 称 的 ,便当 x1,x2,x3,x4 以 4! =24 种 不 同方 式 排列 时 ， 
我 们 得 到 的 不 是 24 个 不 同 多 项 式 , 而 只 是 3 个 不 同 的 多 项 式 ， 
邯 
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1 二 入 1 和 2 二 和 3 第 二 和 着 1 光 3 十 汗 欧 453 二 光 ; 革 4 十 和 2T3。 
初等 对 称 明 数 
pl= s+ sa+ 83, Bi= s1S2+ $283+ $8381 0b3= 518289 
本 身 是 | 的 对 称 针 项 式 , 从 而 是 可] 六 23 并 3， 位 44 的 包 
项 式 , 而 s,s2,53 是 辅助 二 次 方程 
1 hti+ bt- ba3=0 

的 根 , 它 可 由 和希 皮 奥 内 : 德 : 费 罗 公 式 表 示 . 由 此 出 发 ,最 终 易于 
通过 3 个 二 次 方程 前 解 导 出 x ,x2,x3,xal 附 谍 1). 

一 当 这 样 导 出 四 次 方程 的 解 , 拉 格 裔 日 由 此 立即 作出 下 面 
的 结论 ;如 果 人 人 们 能 够 类 似 地 求 出 有 关 五 次 方程 5 个 根 的 一 个 
名 项 式 F Yi X23 X39X43X5), 它 当 这 5 个 根 以 51 = 120 种 方式 
排列 时 只 取 三 或 四 个 值 ,那么 就 能 “用 根 式 " 解 五 次 方程 .但 是 他 
怀疑 这 样 的 多 项 式 的 存在 性 . 

19 世纪 初 , 拉 格 朗 日 的 学 生 、 意 大 利 人 P. 鲁 菲 尼 有 效 地 证 
明 这 样 的 多 项 式 不 能 看 在 .通过 我 们 不 能 在 这 里 概述 的 很 长 的 
论证 ,他 研究 并 17 剖 2 和 I 车 4 9 半 二 的 使 给 定 的 和 多项式 Plxi, X72, 3 
x4yx5) 保 持 不 变 的 所 有 排列 形成 的 系 .他 证 明 该 系 中 排列 的 数 
日 p 整除 120, 而 把 % 的 120 种 排列 施 于 P 所 能 形成 的 不 同 多 
项 式 的 数目 是 120/p .最 后 他 证 明 120/p 决 不 可 能 等 于 3 或 4. 
做 到 这 一 点 还 未 能 令 人 信服 地 证 明 任 意 五 次 多 项 式 不 可 能 通过 
根 式 登 置 求解 ,缺乏 关于 很 久 后 被 称 为 数 域 ( 抑 83,C) 的 想法 
妨碍 鲁 菲 尼 达 到 上 述 结 论 ; 而 阿 贝 尔 于 1824 年 由 于 拥有 这 种 想 
法 而 能 完成 这 个 结论 的 证 明 . 

这 里 对 我 们 而 言 重 要 的 事情 在 于 , 晚 于 便 非 尼 若 干 年 ,年 青 
的 柯 西 为 推广 这 些 结果 ,从 办 新 的 角度 提出 排列 概念 , 面 后 来 的 
进展 表明 这 具有 决定 性 意义 .例如 ,如 朱 我 们 取 4 个 对 象 并 排 成 
4,5,c,d 的 次 序 , 又 如 果 ce ,86,d,a 是 四 者 的 一 个 排列 ,那么 柯 
西 对 此 排列 建立 了 下 述 规划 
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c 
站 yy 
ee 上 & ad 
它 使 处 于 第 一 行 的 每 个 对 象 对 应 到 处 于 第 二 行 的 对 象 . 他称 这 
个 规则 为 置换 ,并 把 它 写 为 

(* b ec | 
ce bb dd al 
而 且 他 理解 ,4 个 对 象 排列 的 次 序 对 置 挽 的 定 尽 毫 不 重要 ,例如 


(人 
oe &§ dd a 


闻 


与 
[ b dd ’) 
dd bb oa ec 
是 相同 的 置换 (参看 图 37). 


柯 西 并 没有 限于 4 或 5 个 对 象 ,而 是 著 手 讨论 任意 数目 个 对 象 
的 情形 ,虽然 他 对 任意 的 改换 提出 了 一 般 记号 


(* bh ee | 

a 8 YY :+ A ’ 

但 很 清楚 这 类 “形象 "只 适用 于 对 象 数目 很 小 的 情形 ,因而 柯 西 
在 作出 他 的 论证 时 用 了 简略 记号 
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| 
的 
这 里 4 ,中 是 所 涉及 的 对 象 的 任 一 徘 列 
4 
柯 西 最 重要 的 创新 是 两 个 置换 的 复合 ;对 T 先 做 置换 [ 网 ， 


再 做 置 痪 (“所 得 到 的 轻 换 ,他 写 为 
[jl 
[126] 由 于 存在 某 个 排列 ,使 得 了] 也 能 写成 { ,所 以 我 们 有 
(a)(#)=(s): 
(2 ala 1 
(2 oo la 
ja be 中 


“Jd ce b&b a 
柯 西 还 考虑 斤 个 置换 的 复合 ,如 


上 (本 (人 


等 ,他 特别 地 用 记号 
中 
(a) 


二 
表示 个 都 等 于 | ] 的 置换 的 复合 . 对“ 恒 等 里 换 " 即 保持 每 个 
对 象 不 变 的 置换 ,他 写 为 
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例如 ， 


Ci Ln) 


昌 然 没有 明说 ,但 柯 西 不 会 注意 不 到 


全 全 = 


为 表明 恒 存 在 自然 数 六 ,使 得 


我 们 论证 如 下 :由 于 只 有 有 限 个 排列 ,因此 当 不 断 作 置换 
| m 
的 
时 ,必定 有 两 个 不 同 的 自 热 元 有 ,上 ,使 得 
Fr 
(5) ={8) ， 
我 们 可 设 hh > 上 ,由 上 得 
站 大 古 本 
(a) (4) =(2) (2) 


但 因 


(YY 
(个 


对 于 我 们 ,上 述 复 合 与 沙 数 复合 ( 见 C) 的 类 似 性 立 芭 患 进 
心头 .但 对 于 19 世纪 初叶 的 数学 家 ,一 个 有 限 集合 与 一 条 直线 
之 间 差 别 太 大 ,难于 相信 两 者 可 以 统一 起 来 ;这 种 统一 只 能 随 着 
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当代 数 尝 :为 了 大 当心 第 的 荣 杰 


戴 德 金 和 曲 雷 格 才 能 到 来 . 
.位 移 和 仿 射 变 接 


显然 平面 上 或 空间 中 刚性 图 形 的 运动 这 种 想法 居 每 个 人 者 
懂 的 事情 ,但 二 希腊 人 是 告 有 位 移 概 念 , 仍 不 能 肯定 .位移 是 指 
一 个 图 形 从 其 最 切 位 置 转移 到 最 终 位 置 而 不 考虑 其 中 间 位 置 ， 
欧 几 里 得 所 说 的 两 个 三 角形 的 “相等 "在 大 和 尔 伯 特 所 称 的 “全 
等 "意义 下 ) 吕 ,最 初 无疑 意 昧 着 作 -- 个 运动 使 一 个 三 角形 置 于 
另 一 三 角形 之 上 的 可 能 性 呈 .但 是 把 位 移 示 身 看 作 独 立 于 它 所 
移动 的 “图形 的 数学 对 象 , 却 是 18 世纪 之 前 刀 乎 从 未 出 现 过 的 
思想 方法 

那 时 欧 拉 把 位 移 观念 解释 为 “整体 地 "应 用 于 整 本 空间 的 一 
个 变换 ,即使 得 空间 的 每 个 点 (不 仅 是 一 个 “图 形 " 中 的 点 ) 与 
嚼 一 个 后 相 联 系 的 一 个 法 则 .两 个 这 样 的 变换 显然 可 以 通过 上 先 
作 第 一 个 再 作 另 一 个 来 “复合 ”. 欧 拉 证 明 , 空 间 中 每 个 使 某 个 点 
不 动 的 位 移 是 绕 通 过 该 点 的 某 条 直线 的 旋转 ,而 每 个 位 称 可 由 
一 个 旋转 与 一 个 平移 复合 得 到 .在 附 有 两 互相 垂直 的 坐标 轴 的 
平面 上 ,每 个 位 移 可 通过 使 每 个 点 (* ,y) 对 应 到 坐标 为 


WD 欧 儿 里 得 用 “相等 "一 词 表 示 几 种 意义 :有 时 指 两 个 能 伏 置 的 图 
形 , 有 时 指 两 个 具有 相同 面积 的 图 形 . 

(@ ” 欧 几 里 得 在 用 这 种 方法 “证 骨 " 两 种 情形 下 三 角形 相等 必 几 何 原 
本 第 [ 卷 命题 4,8) 时 简单 地 说 一 个 三 角形 “ 贴 于 ” 另 一 个 之 上 
(eqappbteoBox) .这 是 他 如 何 引出 他 没有 定义 过 且 没 有 以 此 必 为 任何 公设 
的 主题 的 概念 的 又 一 个 例子 -在 16 世纪 , 欧 几 里 得 的 评注 者 之 一 于 .皮革 
蒂 埃 对 这 种 "生硬 插 进 "的 办 法 感到 人 恤 恼 ,认为 这 对 * 也 何 学 的 神圣 性 " 带 
来 怀疑 ,而且 已 经 想到 欧 几 里 得 应 当 把 这 些 命题 取 作 公设 (而 这 正 是 希 尔 
伯 特 对 其 中 之 一 所 作 的 处 理 ) .在 后 而 各 卷 中 , 欧 筷 里 得 甚至 在 这 种 办 法 
本 来 很 自然 时 ,也 避免 求助 于 这 种 论证 方法 . 

加 ”其 而 在 管 卡 儿 那 时 我 们 确实 发 现 “ 无 穷 小 旋转 "的 想法 . 
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=a+xood — ysind ,Y= b+ xeind + yoosd (20) 
的 点 来 表示 ,其 中 ga,5 和 8 是 刻画 该 位 移 的 实数 . 更 一 般 地 ,对 
于 类 伏地 由 

X=a+tor t=b+ Yr + (21) 
定义 的 变换 , 刚 用 从 射 变 撞 这 个 名 称 , 这 里 a,8,a,B8,Y ,6 是 性 
意 的 实数 , 欧 拉 已 想到 特殊 情形 
=ax,Y= fy, 

而 19 世纪 的 几何 学 家 广泛 使 用 的 位 似 变换 是 a = 有 的 情形 ,其 
上 基体 "形象 "可 借助 比 讽 绘 图 严 面 出 , 它 是 绘图 员 用 来 保持 固定 [128] 
比例 放大 或 葡 小 平面 图 形 的 器 具 ( 图 38). 此 仪器 的 杆 可 围绕 0 
旋转 ,并 在 4 ,下 ,4 , 召 ' 处 以 铵 链 连接 ,形成 两 个 边 长 为 eg" 的 
蓝 形 ;点 时 ,对 与 0 处 于 一 直线 上 , 且 O7AOW = - ave, 这 样 
当 M 描绘 曲线 2 时 ,if 描画 出 比例 为 erva 的 位 似 曲线 . 


F. 整数 同 余 式 的 演算 
许多 算术 问题 {例如 参见 第 四 章 附 录 3) 必 须 处 置 能 被 给 定 
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四 时 本 -二 
人 
- “ me 了 


整数 m > | 整除 的 { 正 、 人 负 或 零 ) 整 数 即 形 如 jom 的 整数 ,其 中 天 
是 整数 .更 一 般 地 还 考虑 整数 e + km ,其 中 a ,m 国定 而 站 是 任 
一 整数 (可 以 说 这 是 “ 语 两 个 方向 的 "算术 序列 ),. 从 高 斯 时 代 以 
来 ,用 
=a(modm)} \22) 

来 代替 "x 形 如 & + km "已 成 习惯 , 式 (22) 读 作 “x 模 m 同 余 于 
a ,并 说 此 关系 式 是 整数 模 m 的 同 余 式 . 

这 个 记号 显然 使 人 想起 相等 关系 x = a .这 种 记号 相似 性 
是 完全 合理 的 :事实 上 ,从 两 个 关系 式 


=modm),Y = b(modm) (23) 
可 推出 
xX+yY=a+b(modm) (24) 
和 
xy = ab (modm )， (25) 


因为 对 x= a+ hm,y = 上 46+ km ,只 须 算 一 下 即 有 

XX+Y=athb+{tkR+th)m,ry = ob + (ht+ ka + hkm)m. 

于 是 对 任 一 自然 数 mm > 1 ,我 们 定义 了 两 种 新 的 “合成 律 ”. 
对 于 每 个 整数 *, 有 且 只 有 一 个 自然 数 r 满足 0<rsm-1 且 x 
三 rmodm) .我 们 说 r 是 数 > + km 构成 的 “类 "7 的 “代表”{ 这 是 
欧 拉 已 经 使 用 的 术语 ), 然而 , 当 

和 ?TE 一 1,0 志 s 夺 光一 1 

时 ,自然 可 有 r+s>m 或 ss > 区 ;T+s( 或 rz ) 的 "代表 "是 1+s 
(或 s) 除 以 m 的 余数 .特别 地 ,即使 r 半 0(modm)Y,s 半 人 0 
(modm) ,也 可 能 有 rs 志 0(modm). 例 如 对 m=5 取 r=2,s =3. 
此 时 我 们 说 类 > 和 * 是 关于 同 余 式 演算 的 零 因 子 ， 


GCG. 二 次 型 类 的 演算 


代数 恒等式 
(ai+ ba)(e+dD)=(oc -bd)?+(ad+b)? (26) 
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无 疑 可 追 翔 到 古典 时 代 . 拉 格 朗 日 使 用 更 一 般 的 恒等式 
(x2 二 矶 ya2+ Bo2) = (xe — yD)it+ D(x + rh), (27) 
实际 上 此 恒等式 起 源 于 印度 数学 家 波 罗 摩 和 才 (7 世纪 ), 拉 格 
明日 由 此 推出 ,如 果 方 程 
X2+ Dy2= Hi1， 
tn 


(其 中 D 是 整数 ) 分 别 具 有 整数 解 (*,y)j,(a,r)( 第 四 章 , 52， 


六), 则 方程 
Xi+ DY? = nN2 
具有 整数 解 . 
高 斯 发 现 一 个 比 (27) 难 记得 多 的 规律 .一 般 地 说 ,我 们 不 能 
有 形 如 


(avi + bxy + ey 2) (au? + buv + ov) = aX2+ bXY + ce¥? 

的 恒等式 ,其 中 五 ,Y 关于 x*,y 和 关于 ,vw 均 为 一 次 密 项 式 : 

{yD ts, (28) 

=p Xu + qr + rt 十 ze， 

而 系数 p' ,和 ,… ,rm, "都 是 整数 . 热 而 ,通过 非常 繁复 的 计算 ，'130] 
高 斯 证 明 ,如 果 ax2+ bxy + cy?,a'x?+ b'xy + ce'y? 是 两 个 整 系 
数 二 元 二 次 型 ,并 具有 相同 的 判别 式 4 , 则 恒 存 在 系数 为 a ,8， 
Y;6 且 满 足 a6 - By = 1 的 变量 替换 

{SY 

t= Yx + 9y, 
它 具 有 下 述 性 质 ; 如 果 ar2+ Bar + ct?= Ax?2+ Bxy + CY?, 则 有 恒 
等 式 
(Ax? + Bry + Critfaaz+ buw + c'v2) 
= A'X2:+ B'XY + C'Y?, 

其 中 X,Y 申 整 系数 公式 (28) 给 出 ,此 外 ,二 次 型 4'X2+ B'XY 
+ CT 也 具有 判别 式 A , 且 按 此 方法 得 到 的 所 有 二 次 型 是 等 协 
的 ,它们 的 类 (第 四 章 ,§ 2,A) CC" 只 依赖 于 二 次 型 ax? + bry + 
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rr 
了 ,证 - 
a 


=- = 


cy 和 az+Bzxy+ey 的 类 世 和 CC .然后 高 斯 称 类 人 很 由 炎 蕊 


和 如 合成 并 写 为 人 =C+ 
2. 第 一 种 结构 


入 .合成 律 的 主要 性 质 


§ 1 中 所 给 的 重子 都 涉及 通称 的 合成 律 , 它 可 概括 地 描述 
为 一 种 手段 , 它 能 实现 遇 于 同一 类 的 两 个 对 象 a ,5 与 该 类 的 第 
三 个 一 意 确定 的 对 象 c 之 间 的 一 个 对 应 ;这 个 对 应 可 写 为 e = 
a X48, 其 中 是 刻 莲 所 考虑 的 规律 的 记号 . 最 常用 的 记号 是 
+ ,Xx,°,#,(), 门 ,A 和 6O. 

欧 几 里 得 早已 想到 (几何 原本 》 第 讶 卷 ,命题 16), 对 于 两 
个 自然 数 & 与 的 习 积 ,a x 5b = 5 x a 这 个 事实 需要 证 明 . 这 就 
是 到 19 世纪 初叶 时 所 称 的 蒋 法 的 交换 性 , 面 对 当 时 表述 的 新 的 
合成 律 ,这 个 问题 立即 被 提 了 出 来 , 显然 对 于 柯 西 的 置换” 
《1,D) ,一 般 没有 交换 性 . 换 理 之 ,如 果 我 们 [如 同 徊 罗 瓦 那 
样 ) 用 一 个 单个 字母 表示 思 换 , 则 完全 可 能 有 75S 关 S7 .例如 ,如 


果 取 
sj 1 


那么 情形 就 是 如 此 ,因为 我 们 有 


1 2 3 1 2 3 
sr=| ).7s=| }. 
3 2 1 1 3 2 


对 两 个 实 变 冰 数 的 合成 即 复合 ,情形 相同 .例如 ,如 果 f(x)= 
xJ,g(x)=x+1, 那 么 
SC = (r+ 1) ECFCx))=*2+1， 
平面 上 位 移 的 合成 ( 即 复合 ) 也 不 是 交换 的 .平移 T:(x,y) 一 
(zt + 17) 与 旋转 丸 :(xy)F >( -yx) 丰 相交 换 ， 
为 一 方面 ,在 数 的 同 余 式 演算 ($1,F) 中 ,我 们 有 
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a+b=b+a {modm), 
b= ba (modm ). 
同样 ,高 斯 证 明 , 对 具有 相同 判别 式 的 两 个 二 次 型 类 C， 
0C', 有 C+O=C'+C. 
合成 律 的 另 一 性 质 是 所 谓 中 性 元 的 存在 性 :如 果 把 合成 律 
记 为 a b4 8, 那么 中 性 元 就 是 一 个 元 素 e, 它 对 每 个 元 素 a 满足 
eba=aPpde=a. 
如 果 这 样 的 元 京 存 在 ,那么 它 是 唯一 的 .最 显 见 的 例子 是 对 于 实 
数 加 法 的 0G 和 对 于 实数 刁 法 的 1. 对 于 实 变 函数 , “人 恒 等 " 函 数 
etx) =x 是 合成 律 f*g 的 中 性 元 . 同样 ,对 子 置 找 { 或 平面 上 的 
位 称 ) ,使 所 有 对 象 ( 或 所 有 点 ) 不 动 的 “人 恒 等 " 置 换 ( 或 位 移 ) 是 中 
性 元 . 对 于 具有 判别 式 4 的 二 次 型 类 的 合 或 ,中 性 元 的 存在 性 
很 不 显 兄 ;高 斯 证 明 , 如 果 4=0(mod4) , 则 中 性 元 E 是 二 次 型 


XAy? 
的 类 ,如 果 A=1(mod4), 则 包 是 二 次 型 
x2+ wy 一 二 (A -vyY: 


的 类 . 

此 外 ,中 性 元 的 存在 性 并 非 总 是 有 保证 和 的 .例如 ,两 个 偶 整 
数 之 积 是 俑 整数 ,但 对 于 偶 整 数 的 乘法 没有 中 性 元 . 

当中 性 元 存在 时 ,我 们 可 以 间 是 否 存 在 元 素 a 的 " 北 元 ” 
&' ,即使 得 

ua 二 如 一 所 

的 元 于 a' .很 时 就 已 知道 分 数 m/n 对 于 乘法 具有 “ 道 "nvm . 引 
进 负数 使 得 每 个 正 整 数 n 对 于 加 法 具有 “ 逆 "- * 成 为 可 能 ,但 
在 这 里 用 的 是 “ 负 ” 这 个 词 . 我 们 也 已 注意 到 按 柯 西 所 用 记号 ,和 置 


二 
换 { Bj 具有 对 于 复合 的 “省 "是 换 | 4 ;同样 平面 上 每 个 位 移 有 
其 “ 逆 ”, 即 使 得 每 个 点 返回 到 最 初 位 置 的 位 移 . 另 一 方面 ,对 于 
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当 棍 多 汪 :为 了 大 开心 大 的 菏 其 


定义 在 及 上 的 实 函 数 ,例如 顺 数 ftx)=xi 关于 联 数 复合 有 
“ 道 " 即 其 反 函 数 gtx)= x 中 ,但 对 所 x) =x? 此 点 不 成 立 , 因 为 
不 可 能 有 有 实 晒 数 g ,使 当 x 为 负 时 有 (g(x))*=x. 对 于 数 的 同 
余 式 ($1,F), 关 于 它 的 履 法 不 一 定 都 有 着 ,例如 ,不 存在 自然 
数 nn 使 得 2i=1(mod4) ,因此 2" 模 4 没有 逆 ( 附 录 3, 太 ), 男 一 
方面 ,高 斯 证 明 每 个 二 次 型 类 C 有 一 “ 道 ”"C' 使 得 C+ C' = EE. 
《我 们 仍 喜 欢 说 5 是 袜 的 “相反 类 ”"; 当 合成 律 记 为 + 时 ,通常 用 
“相反 "这 个 词 代 百 “ 逆 ”). 
还 有 一 个 性 质 在 19 世纪 初叶 之 前 一 直 没 有 被 明确 指出 来 ， 

这 就 是 合成 律 的 结合 性 ,用 一 般 记 号 bx, 它 可 写 为 

(a pd bbec=a mb pe). 
无 疑 这 是 由 于 该 性 质 对 所 有 前 面 提 及 的 已 知 合成 律 都 成 立 . 对 
于 实数 的 加 法 和 乘法 , 它 补 不 自觉 地 运用 ,而 对 函数 (或 署 换 、 位 
移 ) 的 复合 , 它 怡 恰 也 很 “显然 " ,因为 (fg):h 和 fo(geh) 两 者 
帮 基 在 x 处 取 值 为 fg (h(x))) 的 函数 ,需要 证 明 的 唯一 情形 
是 二 次 型 类 的 合成 ,这 是 由 高 斯 明确 提供 的 .直到 1845 年 , 才 定 
艾 非 针 合 的 合成 律 . 

最 后 , 当 相同 的 一 些 对 象 有 两 种 合成 律 时 ,就 出 现 分 配 性 ; 
例如 , 数 的 乘法 关于 数 的 加 法 的 分 配 性 
alb+re)=ab+ac. 

这 个 性 质 也 是 在 19 世纪 初 才 被 明显 注意 到 的 .然而 它 并 不 总 是 
满足 的 ,例如 实 函 数 的 复合 关于 其 加 法 确实 有 

(f+e)h=(f°h)+ (gh), 
但 另 一 方面 一 般 地 说 

f(g+h)z(f*g) + Ch). 


B， 变换 和 群 
我 们 看 到 (有 1.D) , 柯 西 于 1815 年 引进 了 对 任 一 有 限 对 象 


集 定 义 的 两 个 “置换 "的 合成 ST. 恕 他 的 论文 的 标题 所 指出 的 ?， 


他 关心 的 中 心 问题 是 拉 格 斋 日 和 重 非 尼 已 经 开始 讨论 的 问题 : 
确定 mn 个 变量 xi,xaz,…，xa 的 使 得 给 定金 项 式 产 (ziyzaz， mw， 
xn) 不 变 的 置换 .很 显然 (不 管 我 们 有 和 何 种 客 项 式 PP) ,如 果 3, 了 
是 具有 上 述 性 质 的 两 个 置换 , 则 ST 和 8$-1! 也 同样 具有 这 个 性 
质 ,此 外 ,如 果 已 是 把 己 变 换 为 一 个 不 同 的 多 项 式 @ 的 置换 久 ， 
则 由 定义 ,如 果 5 使 P 不 变 , 那 么 SU 也 把 P 变换 为 0 .反之 ,如 
果 置 换 『 了 也 把 已 变换 为 如 , 则 3 = WVU- 使 不 变 , 因 而 VY 能 写 
为 了 = FU-I=YT DT=S. 柯 西 考虑 由 所 有 n1 个 可 
能 的 置 摸 得 到 的 所 有 不 同 的 儿 项 式 P =Pl;P2,*"* ,Po; 令 = 
7 ,U2 ,Us 是 分 别 把 P 变换 到 Pl= P,P,…, Ps 的 置换 , 另 
一 方面 , 令 5S1 = 站, S$，,…, Sn 是 所 有 使 疡 不 变 的 置换 .然后 以 下 
列 方式 把 所 有 n! 个 置换 划分 成 一 些 类 
Ci=T=SI,S2, Si Sn 使 产 不 变 ， 
U2,S2U2,' ,SsU2 把 产 变 换 为 严 ， 
忆 SS 把 P 变换 为 户 . 
由 于 每 一 行 都 有 相同 的 项 数 m ,因此 有 
nl =md; (29) 
除 术 语 外 ,这 事实 上 是 拉 格 朗 日 已 得 出 的 铺 果 . 柯 西 正 是 从 这 个 
结论 继续 前 进 ,通过 精巧 的 置换 组 合 ,证 明 如 果 * 是 素数 , 则 必 


TD Mémoire eur le nombre des valeurs qu'une fonction peut acquérir 
lormpr'on 7 permute de toua les maniares possible les quantités hielle renferme 
去 关于 一 个 函数 其 所 言 变量 以 各 种 可 能 方式 掉 换 时 能 取 之 值 的 个 数 9). 

他 例如 , 量 换 

各 1 RI NI 革 直 
高 和 "| 


把 多 项 式 交工 二 汪 十 其 4 者 4 变 为 党 半 二 十 高 目 宽 等。 
一 145 一 


[134] 


有 =2 或 4d 之 n, 从 而 推广 了 和 鲁 菲 尼 的 结果 . 

抽象 化 的 另 一 步 是 袁 罗 瓦 于 1830 年 跨 出 的 .他 当时 不 是 继 
续 淡 论 不 变 儿 项 式 , 而 是 对 n! 个 置 措 构成 的 集合 的 一 个 子 集 
矿 使 用 n 个 对 象 的 置 撞 群 ?这 一 术语 ,这 里 丁 满足 :如 果 5,7 了 
在 厂 中 ,那么 它们 的 “ 积 ” ST 也 在 本 中 .由 于 这 特别 地 意味 着 对 
每 个 指数 此 ,5S' 在 卫 中 ,我 们 能 写 5S*-1= St-1S = 了 .这 里 设 全 
= 了 .由 此 推出 S*-!' 是 5 的 逆 $-1, 并 且 S$S-! 也 在 厂 中 .n1 个 置 
换 的 全 体 各。 显然 是 --… 个 群 , 称 为 有 个 对 象 的 对 称 群 . 如果 芽 
是 一 个 置换 群 ,三 是 另 .- 个 包含 于 玉 中 的 群 , 则 称 是 玉 的 一 
个 子 群 . 按 定 义 , 置 换 群 的 阶 是 它 的 元 素 的 个 数 . 如 果 产 是 厂 的 
子 群 ,g,g' 分 别 是 卫 , 三 的 阶 , 则 g' 是 g 的 因数 . 

如 采 5 是 任 一 置换 , 则 存在 使 得 5$* = | 的 最 小 的 数 甩 ;于 是 
管 换 1 ,5 ,5S?,…, 5S*-!1 互 不 相同 ,因为 如 果 有 S$ =5,1<p<oa 
< ,我 们 就 会 推出 (S-1)?Sr = (1S -1)234 ,就 是 说 了 = S89-?,g 一 
P< 由, 这 与 六 的 定义 于 盾 , 这 所 个 置换 构 成 一 个 子 套 ,因为 
SPS9 = SP +9 而 如 果 有 p+ gqg <2h, 则 我 们 有 Sr +9 = StSp+9-h = 
S .我 们 称 这 样 的 子 群 是 狂 球 的 上 且 它 由 S 生成 ,我 们 也 称 
k& 是 $ 的 阶 . 

循环 群 的 一 个 例子 是 由 通称 为 循环 置 搁 的 

1 2 3 mn-l nr 
s-(2 3 4 
的 苦 构 成 的 群 . 如 果 把 置 于 正 rn 边 形 顶点 上 的 数 1,2,…,n 放 
在 一 个 圆 上 , 则 $ 可 用 一 个 旋转 来 表示 , 它 使 每 个 顶点 转 至 下 
一 个 项 点 ,而 最 后 一 个 顶点 则 转 至 第 一 个 顶点 {图 39). 由 此 立 
即 得 知 ,对 于 1p<n, 我 们 有 


QD 柯 西 对 “置换 "用 的 是 “gubstitution” 这 个 词 ,对 此 伽 罗 无 有 时 用 
“permutation" -后 来 对 “置换 群 "流行 用 "group of permutations” 这 个 术 庄 . 
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图 39 
-| 2 3 nxn-l "| 
~\p+l1 p+2 p+3 p-l1 p : 


因此 置换 Sr(1<p < n -1) 互 不 相同 且 S$* = 了 .这 个 置换 可 简写 
为 8S=fl 2 3 … nn). 
子 群 的 例 
使 用 前 面 的 记号 ,对称 群 仑 ; 的 6 个 元 兹 可 写 为 
f (1 2)1 3),(2 3),(1 2 3),(1 2 3)2， 
其 中 
1 2 3 
1 2 = 1 小 
它 有 由 
Tt{l 2 3),(1 2 3)? 
构成 的 一 个 3 阶 循环 子 群 时 ;. 它 还 有 3 个 2 阶 子 群 
{T,{1 20},07,(1 3)},{1,(2 3)}., 
最 后 , 它 有 一 个 公 由 中 性 元 7 构成 的 子 群 . 
正 是 这 些 概念 及 其 极 富 独创 性 的 运用 ,使 代 罗 瓦 得 以 通过 
证 明 用 根 式 解 代 数 方程 问题 等 价 于 关于 现今 称 为 所 给 方程 的 
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“ 伽 罗 瓦 群 " 的 一 个 问题 (附录 2,B), 从 而 完全 解决 了 前 一 问题 ， 


也 正 是 务 罗 兵 理 论 及 群 论 的 发 展 俩 得 决定 所 有 ”能 用 站 扩 和 画 
规 ”" 作 图 的 几何 问题 成 为 可 能 .需要 特别 强调 的 是 ,为 达到 这 些 
问题 的 解 ,必须 坚 史 地 抛 严 经 典 惰 数 并 引进 新 的 “ 抽 包 ”对象 即 
置换 群 ,而 后 者 与 代数 方程 外 着 完全 不 同 的 本 性 .后 来 黎 曙 和 狄 
里 克 雷 遂 过 引进 解析 函数 研究 素数 (第 四 章 , $2,B), 也 是 继承 
同样 的 办 法 .这 必须 看 作 数 学 同 传 统 划 分 决裂 的 识 刻 统一 性 的 


1 最 早 的 清晰 显示 . 


徊 罗 瓦 去 世 知 干 年 后 , 虹 体 学 家 开始 对 看 来 远离 方程 论 的 
一 个 几何 问题 感到 兴趣 :确定 空间 中 使 一 个 给 定 的 多 面体 保持 
不 变 的 旋转 ,例如 ,在 立方 体 情形 ,这 些 旋转 必须 使 立方 体 的 中 
心 不 动 ,因此 旋转 的 轴 都 应 通过 立方 体 中 心 . 此 外 ,这 些 旋转 使 
立方 体 的 8 个 顶点 作 一 排列 ,而 且 两 个 这 样 的 旋转 之 积 还 是 一 
个 使 此 立方 体 不 变 的 旋转 .这 样 这 些 旋 转 构 成 8 个 顶点 的 排列 
的 群 名 s 的 一 个 子 群 了 .事实 上 ,证 实 入 的 阶 为 24 而 各 , 的 阶 
为 81 =40320) 并 明显 地 定 出 卫 中 两 个 旋转 的 积 ,是 一 个 很 好 
的 练习 (附录 2,EE). 不 过 这 些 群 间 柯 西 和 合 罗 无 的 变换 群 的 相 
似 性 起 初 并 未 强人 注意 ,只 是 很 晚 以 后 器 体 学 家 和 们 才 使 用 群 的 


河 言 


培 吾 . 

平面 上 和 空间 中 的 几何 学 在 19 抽 纪 前 举 期 取得 了 巨大 的 
进步 .在 这 个 领域 里 , 拉 格 朗 日 和 高 斯 的 “变量 蔡 换 "(第 四 章 ， 
§2,A) 终 于 被 解释 为 “变换 ”. 它 们 是 例如 下 述 替换 的 特殊 情 
形 : 这 种 蔡 换 实现 平面 上 坐标 为 (x,y) 的 点 与 坐标 为 ( 开 , 了 )》 的 

点 之 同 由 
A=a0+t+ax+y, 
s:{y i (30) 
给 定 的 对 应 ,其 中 a ,5,a ,8B,Y,6 是 任意 的 实数 .这 就 是 所 谓 平 
面 “ 仿 射 变换 ”(§ 1,E) .仿效 高 斯 和 艾 森 斯 坦 , 我 们 用 一 个 单个 
字母 表示 这 样 的 变换 .两 个 这 样 的 变换 的 复合 (或 “ 积 ")ST 还 是 
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这 样 的 变换 ,而 当 a6 - By 0 时,(30) 能 对 x,y 解 出 ,从 而 给 出 
一 个 仿 射 变换 5-  , 它 是 $ 的 * 道 ”然而 ,在 1860 年 之 前 ,这 些 
性 质 几 乎 从 未 被 表述 为 :满足 由 - By #0 的 变换 (30) 构 成 一 个 
群 , 即 仿 射 群 4(2 .由 公式 (20) 定 义 的 位 移 组 成 上 述 群 的 一 个 
子 群 . 另 一 个 重要 子 群 是 由 满足 ae = =0, 哈 - 包 z0 的 变换 
《30) 构 成 的 子 群 ,这 是 平面 一 般 线性 群 GL(2,R), 其 元 素 可 由 


表格 
a 8 
人 | 
表示 为 简略 形式 (这 也 是 高 斯 已 经 用 过 的 ) ;后 来 这 种 表 称 为 抵 
证 时 
血 . 关 系 (30) 写 为 向 量 ( "与 { y) § 1,B) 之 间 的 一个 单个 方 


程 ; 
(y= (中 《31) {137] 


并 规定 如 果 
5 人 7 (7 
则 有 中 
Te pi) 


必须 注意 ,为 使 A(2) 的 子 集 械 是 一 个 子 群 ,只 是 它 仿 有恒 
等 变换 
1 0 
:=(0 | 


以 及 醋 中 两 个 变换 5,T 之 积 也 在 卫 中 是 不 驶 的 ,例如 ,如 果 


中 为 与 两 个 函数 的 复合 Agx( 1,C) 保 持 记 号 一 致 ,这 里 57 意味 
着 先 作 变换 了 ,再 作 变 换 8$， 
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则 对 每 个 自然 数 上 有 


俯 而 任 一 鲁 积 %S = 入 + 在 卫 中 ,但 这 些 变换 连同 重 等 变换 了 
不 构成 一 个 群 ,因为 5 的 逆 
r] - | 


号 "1= 
站 1 
不 售 于 该 集合 中 .( 这 个 集合 只 构成 通称 的 " 半 群 ”》 
人 “ 抽 寄 ” 群 


我 们 看 到 ( 81,GC) ,高 斯 在 研究 具有 整 系数 和 给 定 判 别 式 
的 二 无 二 次 型 类 的 合成 律 C+ Cy 时 ,证 明 这 个 合成 律 是 交换 
的 和 结合 的 ,并 具有 中 性 元 EE, 而 县 每 个 类 C0 具有 “相反 ”类 
C' ,满足 C+C' = 上 .现今 很 显然 ,我 们 说 这 些 类 构成 -个 交 摘 
群 .对 于 “ 模 m 的 同 余 类 "( § 1,F) 关 于 加 法 
Tri+s=r+i+s, 
情形 也 是 如 此 .这 时 0 是 中 性 元 而 -rr 是 7 的 “相反 "类 .这 个 群 
的 m 个 元 素 是 
1;,2=2.1,3=3:1 ,ml=(m-1) l,m=0=m:1. 
这 个 群 是 盾 环 的 并 由 1 生成 .然而 在 变 接 群 概念 开始 流行 后 很 
久 , 看 来 在 很 长 时 间 中 没有 人 注意 到 我 们 所 说 的 相似 性 .更 有 其 
者 ,看 来 在 1850 年 以 前 ,甚至 没有 人 写 过 实数 或 复数 形成 -- 企 
加 法 群 ,而 正 有 理 数 形成 一 个 溢 法 群 ! 这 里 我 们 触及 到 19 世纪 
[138] 数学 家 在 超越 数学 划分 的 传统 概念 方面 的 困难 ,这 种 传统 把 数 
党 划分 为 由 所 研究 的 数学 对 象 刻画 的 若 于 部 分 ; 自然 数 对 于 算 
术 , 方 程 对 于 民 数 ,空间 和 图 形 对 于 几何 , 卫 数 对 于 分 析 . 为 打 裔 
这 种 生硬 僵化 的 划分 并 达到 考虑 的 是 对 象 之 间 的 关系 这 种 现代 
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概念 , 花 了 19 世纪 整整 一 个 世纪 ， 

在 群 论 情 形 中 ,具有 整 系数 的 二 元 二 次 型 理论 属于 算术 , 而 
在 很 长 一 段 时 间 内 研究 几何 学 的 数学 家 对 当 民 算术 学 家 的 工作 
从 不 知晓 .其 至 对 数学 具有 百科 全 书 式 知 识 的 克 罗 内 克 和 凯 莱 ， 
也 未 能 完全 搞 出 群 的 一 般 定义 .直到 1882 年 才 给 出 有 限 群 或 
(更 一 般 地 ) 具 有 有 限 个 生成 元 的 群 的 定义 ,而 完全 一 般 的 群 
的 定义 , 则 直到 1893 年 才 给 出 { 见 § 3,C,1). 


PD， 四 元 数 与 代数 


我 们 已 经 看 到 , 群 这 个 概念 是 在 研究 各 种 各 样 问题 的 过 程 
中 自动 地 引进 的 , 它 以 自然 的 方式 显示 出 所 隐藏 的 基本 人 性质. 同 
样 ,一 旦 深入 探究 代数 方程 解 的 愿望 出 现 ,复数 的 引进 就 是 不 可 
避免 的 .可 以 说 ,这 两 种 理论 是 被 激发 的 . 

哈密 顿 于 1843 年 发 表 的 四 元 数理 论 则 不 同 ,这 是 数学 史上 
的 第 一 个 例子 ,也 是 一 种 理论 的 原型 :新 对 象 的 引进 不 是 由 于 它 
出 现 的 那个 时 代 的 需要 ,把 它 引 到 这 个 世界 上 来 仅仅 出 于 好 奇 
心 ,上 只是 "为 了 了 解 ”. 

复数 演算 (1,A) 已 同化 于 平面 上 点 的 一 种 演算 体系 . 当 
这 个 观念 一 出 现 , 就 有 一 些 数 学 家 提出 这 样 的 问题 :关于 空间 中 
的 点 有 没有 类 伏 的 演算 体系 ? 直到 1840 年 ,还 没有 回答 这 个 问 


题 的 认真 尝试 2 .这 时 ,一 直 沉思 于 复数 (把 它 看 作 实数 个 | | ) 


中 元素 a1,a2,… ,ap 组 成 群 G 的 “生成 元 系 ", 如 果 的 每 个 元 素 
是 一 些 元 素 x1,x2,，… ,x (上 是 任意 自 热 数 ) 之 积 #2" 其 中 冤 等 
于 茶 个 &; 或 其 道 aF1( 表 达 方 式 可 能 有 多 种 ). 我们 也 说 1902，"… ,tp 生成 
[2 

(@ 高 斯 短 短 的 一 名 识 样 的 话 或 许 意 有 昧 车 他 不 相 入 这 类 推广 是 可 能 
的 . 
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[139] 演算 的 哈密 顿 ,对 三 元 组 


9 


就 上 述 问 题 发 起 有 系统 的 进攻 . 由 于 复数 之 和 定义 为 坐标 相 加 ， 
喻 窗 顿 自然 把 加 法 的 定义 取 和 作 与 向 量 加 法 相同 : 
b 


" d+a' 
+ib’ l=|b+b’ |. (33) 
e 下 C+e’ 


然而 问题 在 于 如 何 定 义 习 法 


小 


哈密 上 顿 自 然 要 求 对 于 实数 或 复数 乘法 成 立 的 代数 性 质 了 仍然 得 
到 满足 ,这 就 是 结合 性 、 交 换 性 和 乘法 关于 加 法 的 分 配 性 ,把 复 
数 取 作 他 的 模型 ,哈密 顿 写 


好 
=al+bci+ep， 
c 


他 把 1,i,7 想象 为 位 于 空间 中 互相 重 直 的 轴 上 的 3 个 单位 向 
量 ,正如 同 1,; 在 复数 的 几何 表示 中 用 作 平 面 上 两 个 互相 垂直 


他 


其 中 他 令 


(0D 当 不 寂 及 RR 的 序 结构 时 吉 法 和 和 染 法 的 性 硕 对 妨 及 其 "扩充 “C 都 
相同 这 个 事实 ,当时 的 英国 数学 家 认为 这 是 必然 的 ,他 们 把 它 称 为 “永恒 
性 原理 ”、 


一 152 一 


的 轴 上 的 单位 向 量 ， 
指引 他 全 部 努力 的 基本 考 虚 是 每 个 复数 :=a+ 5i 都 有 向 


量 | 1 的 长 度 Va5T 避 了 理 与 之 相 联系 ,此 长 度 记 作 1z1( 也 称 为 z 
的 模 ). 对 于 复数 的 霖 法 我 们 有 * 模 律 " 


| =' |2= 1z121 妇 12， (34) [4491 


事实 上 它 只 不 过 是 波 罗 摩 按 多 人 恒等式 (27) 的 特殊 情形 ; 

(a2+r BOCx?+ yD) = Car- by)+ (ay + bx). (35) 
哈密 顿 关 于 类 似 于 复数 演算 的 想法 导致 他 把 长 度 ai + B+ 
同 “" 三 元 组 ”a+ 包 t+ 9 联系 起 来 ,他 进而 尝试 能 否 找 到 一 种 胰 
法 

(a+bB+to)(lr + +g)=A+Bi+O, 
使 之 除了 满足 上 面 提 到 的 代数 性 质 外 ,还 满足 “ 模 律 ” 
(Cal+ bi+t+ ei)(r2+ y+ st) = A+ B+ C02. (36) 
对 于 y=z=0, 为 满足 (36), 取 A=ar,B=xw,C=ox 即 
可 ;因此 哈密 顿 认 为 取 
i 
0 


为 他 设计 的 乘法 的 中 性 元 是 合适 的 . 

另 一 方面 ,如果 取 =z=0, 则 由 (35) ,通过 取 4=uar- hy, 
B= ay + br,C =0 即 可 使 关系 式 (36) 成 立 . 于 是 哈密 顿 认为 ， 
对 于 他 设计 的 乘法 ,必须 有 六 = - 1; 同样 通过 取 5b = y=0, 我 们 
看 到 必须 有 站 = 

采纳 他 启 设置 的 这 些 条 件 ,结果 为 : 

(at+h+o)(xs+rn+ 有 ) 

=(ax - by- ce)+(ay+ Ba)i+(as+ cr) + (be + cy). 
(37) 

那么 ,应 当 怎 样 设 置 辣 才 能 使 右边 也 是 一 个 三 元 组 a + BB + 条? 
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在 这 一 点 上 , 追 夭 一 位 创造 性 数学 家 的 试验 足迹 (对 此 他 和 警 详 细 
氢 述 过 ) ,是 十 分 有 教 益 的 ; 它 比 席 加 莱 在 [9j 中 关于 他 发 更" 窗 
克 斯 "函数 的 措 绽 要 易于 理解 得 多. 哈密 顿 相 继 试 验 取 站 =1，, 必 
= -1 甚至 走 极 端 取 =0. 但 是 没有 一 种 情形 能 使 从 (37]) 导 出 
的 4 ,B,C 的 值 满 足 (36), 因 为 我 们 有 
(aT+ bie (r+ y+ 2) 
=(ax—- by—ce) +r(ay thr) +(ar+cor) +lhs cy). 
(38) 
然而 ,把 这 个 公式 同 (37) 相 比较 ,他 注意 到 如 果 在 (37) 左 边 ( 接 
分 配 律 ) 履 开 过 程 中 取 产 = -了 未知 元 上 = 了 的 系数 就 会 等 于 
该 多 项 式 的 最 后 一 项 奴 - cy. 然后 他 突然 如 出 一 个 直 党 ,这 个 问 
[141] 题 可 能 得 解 ,如 果 假 定 ; 
1) 我 们 使 之 相 和 灸 的 是 四 元 组 
自 十 版 十 本 + 居 
而 不是 三 元 组 ,并 连同 补充 法 则 刀 = ~ 1; 
2) 放弃 习 法 交换 性 , 取 
= -j=k, 
保留 结合 性 以 及 关于 加 法 的 ( 左 和 右 ) 分 配 性 ,由 结合 性 他 推出 
另外 的 法 则 : 
上 === 一 
hi= (i= - {Ri= -j(i) = 了 
=)= 一 天 站) = -Qi=i; 
B=(5) = iF)= -i. 
基于 这 些 法 则 ,他 有 效 地 得 到 关于 他 称 之 为 四 元 数 a + 友 
+ 可 二 开 的 " 模 律 ". 可 以 验证 
(a+t 避 ++ 富 地)(xX+ 人 入 + 可 + 让 )】 
=(arx-by- cz-d)+(arthr+ct— dd)it (39) 
(az B+tertady)it(lat+b—eoy + dr)k, 
而 我 们 有 恒等式 
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《十 下 2 十 ee 十 这) 十 2 二) 
={tax— by ed) +(artbri+o— ge) 
+(a— bitortdy) +(at+b -ey +dr), (40) 

这 是 欧 拉 已 经 发 现 过 的 中 . 

在 辉煌 地 解决 了 他 所 提 的 问题 之 后 ,哈密 顿 提出 他 的 四 元 
数 会 有 什么 用 途 的 问题 .在 他 生命 的 最 后 20 年 ,在 一 些 或 许 
有 点 过 分 热心 的 门徒 的 帮助 下 ,他 献身 于 这 一 探索 . 必须 承认 ， 
他 们 的 结果 有 些 欠 扔 ;他们 坚信 四 元 数理 论 是 解决 各 种 问题 的 
万 应 灵 丹 , 但 他 们 未 能 成 功 地 向 当时 的 数学 界 传 播 他 们 的 信念 . 
上 只是 在 很 晚 以 后 ,到 19 挫 纪 末 叶 ,四 元 数 才 在 诸如 群 的 线性 表 
示 或 李 群 的 缚 构 这 些 理论 中 自然 地 显现 出 来 ,而 这 些 理论 在 哈 
密 顿 时 代 并 不 存在 . 

陪 效 顿 的 工作 的 另 一 后 果 是 寻求 “三 元 纽 "或 “四 元 组 ”, 更 
一 般 地 ,，“n 维 向 量 "( 1,B) 之 间 所 有 可 能 的 “多 法 "”， 这 种 可 
能 性 是 基于 我 们 不 再 要 求 交换 性 ， 甚 至 不 再 去 求 缚 合 性 ， 但 保 
留 关 于 向 量 加 法 的 《 右 或 左 ) 分 了 本性， 这 种 研究 的 主要 价值 在 
于 ， 同 民 向 于 相信 代数 演算 的 通常 法 则 是 不 可 触动 的 经 典 术 
度 相反 , 它 表 明了 在 新 的 “抽象 "数学 对 象 上 能 够 进行 的 “演算 ” 
的 多 样 性 ， 不 过 探讨 这 些 相当 “无 系 匹 释 的 ”代数 研究 与 其 他 数 
学 领域 之 间 的 甘 系 ， 或 者 探讨 它们 对 自然 科学 的 应 用 ， 有 几乎 都 
是 1890 年 后 才 开 始 的 . 我 们 将 在 85.A, 太 中 回 过 来 讨论 这 
一 点 ， 


也 哈密 顿 并 不 知道 欧 拉 的 这 项 工作 .他 也 不 知悉 勒 让 德 的 下 述 考 
春 ; 对 于 (36) ,如 果 A,B,C 是 a,b,e 和 x,Y,s 的 有 理 系 数 线 性 函数 ,那么 
这 样 的 恒等式 不 可 能 存在 :事实 上 ,如 果 取 a=5=c=lx=4y=2,z= 
1， 则 数 63=3x21 应 当 是 3 个 有 理 教 平方 之 和 . 但 64 形 如 8n +7， 击 
从 丢 粤 图 时 代 以 来 即 已 知道 形 如 Bn + 7 的 数 不 可 能 是 3 个 有 理 孝 平方 之 
和 . 
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3， 集 合 语言 与 一 般 结 构 


A. 全 合 概 念 


把 具有 相同 性 质 的 对 象 搜 过 为 一 个 “总 合 "无 疑 像 语言 那样 
古老 ;对 于 一 个 "整体 ”{ 它 可 以 是 一 些 对 象 的 一 个 总 从 或 诸如 平 
面 或 空间 那样 的 " 广 延 ”) 的 某 个 “部 分 "的 概念 ,我 们 也 可 以 这 样 
说 .理解 和 运用 这 些 概 念 的 需要 在 古 希 腊 数 学 刚刚 发 端 时 就 已 
变 得 很 明显 ,在 欧 几 里 得 著名 的 “共识 ”中 有 “整体 大 于 部 分 ”的 
表述 ,他 在 几何 原本 》 里 为 比较 两 段 长 度 、 两 个 角度 或 两 块 面积 
不 断 地 诉 诸 这 一 表述 . 

再 者 ,各 个 时 代 的 数学 家 不 可 能 避免 淡 论 他 们 所 讨论 的 对 
象 构成 的 集合 及 其 子 集 ,所 用 名 称 多 种 多 样 :平面 上 满足 某 一 条 
件 的 点 的 “几何 轨迹 ”, 欧 拉 和 高 斯 论著 里 数 或 二 次 型 的 “类 ”, 柯 
西 和 和 贷 罗 瓦 使 用 的 “ 子 烙 ", 黎 晕 论 著 里 任何 维 数 的 “ 流 形 ” 
(Mannigfultigkeiten) ,山菜 论著 里 符 导 的 “集合 ". 德国 数学 家 也 
用 ”Gesamtheit” ("全体"), “Inbegriff" (总 括 ”)，“System”(“ 系 
统 ) 和 ”Cebiet"( “领域 " ),“Menge" “集合 ") 这 个 词 虽 然 波 尔 查 
诺 已 经 用 过 ,但 只 是 随 着 康 托 尔 的 工作 才 开 始 占 据 主 导 地 位 . 

然而 , 当 现 代 读 者 发 现 古 希腊 数学 家 从 不 谈论 “自然 数 的 集 
合 ,也 从 不 谈论 "平面 上 点 的 集合 ”( 尽 管 对 这 些 概念 我 们 似乎 
很 熟悉 ) ,或 许 会 感到 惊奇 .理由 在 于 这 些 集合 是 “无 穷 的 ”, 这 是 
一 个 难以 刻画 的 纯粹 消极 的 概念 ,而 且 是 哲学 学 派 之 间 无 穷 无 
尽 争 状 的 主题 (参见 第 六 章 , $3) . 毫 无 疑问 ,必须 把 这 个 事实 看 
作 从 欧 几 里 得 到 柯 西 的 数学 家 不 愿 谈论 集合 概念 的 理由 之 一 ， 
因为 他 们 害怕 卷 入 他 们 觉得 会 是 毫 无 结果 的 论战 之 中 . 当 他 们 
面临 对 登 的 一 个 无 穷 集 合 时 ,他 们 或 者 像 欧 几 里 得 关于 素数 所 
做 的 那 梓 ,说 了 在 列举 有 限 个 以 后 仍然 还 有 一 些 就 打住 ,或 者 像 
高 斯 对 二 元 二 次 型 所 做 的 那样 ,什么 也 不 说 ,相信 他 们 的 读者 的 


才智 .看 来 波 尔 查 诸 是 第 一 位 自由 谈论 无 穷 集合 的 数学 家 ;不 过 


直到 戴 德 金 才 揭 开 给 出 这 些 对 象 的 实在 的 数学 定义 这 一 募 . 这 
一 点 将 在 第 六 章 83 中 详细 讨论 . 


B. 集合 语言 


正 是 戴 德 金 4 ,明确 地 以 定义 无 穷 集 和 自然 数 为 目的 ,在 其 
著作 《 数 是 什么 ? 数 应当 是 什么 外 (该 书 出 版 于 1888 年 ,但 于 
1878 年 即 已 起 草 ) 中 ,在 类 似 “ 结 果 综 述 " 的 开头 部 分 ,引进 了 非 
常 精确 的 语言 ,这 与 当时 模棱两可 的 习惯 大 相 径 庭 .虽然 这 部 论 
闭 并 未 引起 它 应 当 具 有 的 直接 影响 ,但 到 20 世纪 初 ,数学 家 们 
开始 逐渐 感受 到 在 数学 各 个 领域 中 采用 相似 的 ,统一 的 语言 的 
需要 . 随 着 吉 德 金 之 后 一 些 人 物 的 参与 ,这 种 语言 成 为 一 一 我 们 
可 以 这 样 称呼 一 一 朴素 全 合 语 言 , 它 在 我 们 的 时 代 被 普遍 使 用 ， 
成 为 数学 家 们 离开 它 就 做 不 成 事 的 必 备 工具 ,除非 他 们 愿意 付 
出 元 长 累 装 语文 的 代价 ， 

功德 金 并 不 觉得 需要 以 公理 形式 呈现 这 种 语言 ;可 以 看 出 ， 
对 于 他 ,就 像 对 于 他 的 同时 代数 学 家 一 样 ,他 所 列举 的 基本 定义 
和 结果 表达 了 常识 真理 " .可 以 说 ,尽管 后 来 发 生 了 我 们 将 于 第 
六 章 中 谈 及 的 争执 ,当今 数学 家 仍 在 以 同样 的 方式 使 用 这 种 语 
言 .对 他 们 重要 的 是 , 它 能 使 他 们 没有 歧义 地 表达 自己 的 想法 

茂德 金 并 没有 给 出 集合 或 该 集合 的 元 素 的 真正 定义 ,在 这 
方面 他 所 做 的 一 点 也 不 比 欧 几 时 得 关于 点 和 线 所 做 的 多 .基本 
的 关系 是 一 个 元 素 x 属于 一 个 集合 三 ,现今 我 们 把 它 记 作 x € 
(其 否定 记 作 x 名 EE), 并 陈述 为 “x 属于 E” 或 “x 是 EE 的 一 个 
元 素 .要 定义 的 第 一 个 概 您 是 子 全 (或 部 分 ):4 是 已 的 子 集 ， 
现今 写 为 4 cE( 其 否定 写 为 4), 如 果 4 的 每 个 元 束 也 是 EE 


中 ”这 里 也 提出 弗 志 格 的 贡献 才 算 公正 ,他 的 工作 始 于 同一 时 期 , 目 
的 在 于 以 同样 方式 引进 十 分 精确 的 集合 语言 . 
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的 元 素 . 戴 德 金 重 估 ,如 案 我 们 同时 有 A4CB 和 BcCA, 邮 有 
4 = 阳 : 一 个 集合 完全 由 其 元 素 确 定 . 他 很 快 越过 并 与 交 运 算 ?; 
很 时 就 已 知道 特殊 情形 下 的 这 两 种 运算 ,而 布尔 也 已 联系 形式 
逻辑 把 它 编 为 规程 名 (第 六 章 , $5,A). 他 简单 地 强调 这 些 运 算 
可 用 于 一 个 集合 的 任意 的 子 集 族 (他 清晰 地 提示 ,五 的 子 集 是 
用 一 个 我 们 现在 记 作 肿 ( 达 ) 的 集合 的 元 素 ). 

对 于 墓 个 数学 而 言 新 的 \ 本 质 的 东西 是 完全 一 般 的 函 教 ( 现 
今 我 们 喜欢 把 它 称 为 映射 ) 概 念 . 戴 德 金 不 是 僚 先 前 的 构思 那样 
把 目 己 局 限于 一 个 或 几 个 实 变 量 的 实 (或 复 ) 函 数 , 而 是 一 下 走 到 
推广 的 最 大 范 半 :给 定 任意 的 两 个 集合 ,FF,E 到 下 中 的 映射 了 
是 使 E 中 每 个 元 素 x 对 应 到 FF 中 一 个 一 意 确定 的 元素 的 一 个 
法 则 ,后 一 元 祭 就 是 此 映射 在 x 外 的 值 ,一 般 记 作 f(x)( 对 特殊 
的 映射 也 用 另外 的 记号 ). 现在 我 们 有 这 样 的 习惯 ;以 x 一 一 
记 x*) 表 示 映 射 , 它 常 可 避免 引入 新 的 字母 ,例如 写 * FF 一 wx2,x 


ER. 现 代数 学 也 常用 记号 六 E-= 下 或 五 一 一, 以 明确 地 标志 函 
[145] 数 了 定义 于 其 上 的 集合 互 和 上 取 值 于 其 中 的 集合 FD. 
戴 德 金 的 阐述 仍然 缺少 一 个 常用 的 概念 , 即 任意 两 个 集合 
尼 , 玉 的 积 ( 或 " 竺 卡 儿 积 ”) 吾 x 下 ;这 是 稍 后 由 康 托 尔 引进 的 , 这 
是 对 五 的 所 有 元 素 x 和 F 的 所 有 元 误 y 构 作 的 偶 (z ,y )@ 组 成 


心 不 像 布尔 ,茂德 金 没有 谈 到 和 集合 上 的 子 集 4 的 补 集 , 即 不 属于 4 
的 xEE 所 成 的 集合 , 常 记 作 EE\ .他 也 没有 谈 到 空 集 , 它 的 引入 对 于 论 
证 是 有 用 的 ( 莱 布 尼 芯 已 想到 这 一 点 ). 空 集 现 记 作 必 , 并 可 写 上 \ EF=@. 

名 荔 第 金 并 未 提 到 布尔 ,尽管 他 必定 会 知道 布尔 的 工作 . 

二 ” 贡 德 金 就 这 样 迄 随 农 曼 港 除了 “ 寥 值 函数 "( 即 对 自 次 量 的 司 -… 个 
值 能 到 元 个 信 的 晒 数 ) 这 个 混乱 概念 , 它 是 随同 一 个 复数 的 平方 根 或 对 数 的 
定 尖 引进 到 单 复 变 量 解 析 丙 数论 中 的 . 

地 ”因此 这 个 概念 包括 由 狐 利 克 当 定义 的 最 一 般 的 实 值 函数 . 柯 西 的 
“ 量 搞 "和 所 有 几何 “变换 ”. 

多 当 热 ,如 果 卢 = 下 , 则 当 xz#Y 时 必须 区 别 (x,y) 与 (y,x)， 
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的 集合 , 它 是 笛 卡 儿 坐 标 系 的 自然 的 、 必 不 可 少 的 推广 ,我 们 可 以 


把 映射 产 五 一 到 这 个 概念 同 积 EE x 下 的 一 个 子 集 联系 起 来 :f 的 图 
象 攻 是 Ex 下 的 由 偶 (x ,F(x) 儿 对 玉 的 所 有 成 员 x) 组 成 的 子 集 ， 
这 是 实 痊 量 实 值 范 数 的 经 典 “ 图 人 象 "( 第 三 章 , $8) 的 显然 推广 

对 和 伍 何 自然 数 n ,以 同样 的 方式 定义 n 个 集合 的 积 El x E, 
x …x 五 .4 个 都 等 于 号 的 集合 之 积 记 作 E". 

这 种 语言 的 重要 性 在 于 , 它 能 使 数学 家 们 从 19 世纪 后 期 起 
前 进 到 其 性 质 完全 不 确定 的 对 象 之 间 的 关系 ,这 些 对 象 只 是 简 
单 地 作为 公理 式 理论 本 原 对 象 的 一 些 集 合 的 元 索 , 一 个 结 柏 由 
遵从 一 个 公理 系统 的 一 定数 目的 这 种 “本 原 " 关 系 确 定 ; 这 样 一 
种 结构 的 理论 则 循序 渐进 地 显示 一 些 性 质 , 这 些 性 质 纯粹 是 公 
理 系统 前 结果 ,并 不 依 来 于 壮 足 这 些 公 理 的 数学 对 象 的 本 人 性. 这 
些 人 性 质 最 后 形成 的 理论 ,其 范围 可 与 经 典 理论 娘 美 .下 面 我 们 要 
给 出 一 些 例子 . 


C. 代数 结构 


从 当代 数学 家 用 得 最 多 而 且 对 自然 科学 和 技术 问题 也 有 许 
多 应 用 的 结构 中 选择 ,我 们 从 称 为 代数 结构 的 一 些 例 子 开始 . 


《I) 群 


最 上 古老、 最 简单 的 结构 是 群 .前 面 (§2,B 和 CC) 已 给 出 某 些 
群 的 例子 ,它们 是 在 群 的 一 般 概念 形成 前 驱使 数学 家 们 研究 的 ， 

如 出 希 尔 怕 特 在 几何 学 情形 所 和 巩 的 那样 处 理 ( 第 三 音 ， 
8 4) ,一 个 群 由 3 个 "本 原 " 对 象 构成 :一 个 集合 5, 一 个 元 束 e 
人 以 及 G 中 的 一 个 合成 律 即 一 个 咬 射 m: C x C 一 有 .关于 群 
有 3 条 公理 : 

1) 合成 律 m 基站 合 的 ,这 就 是 说 ,对 x#v,yyzE CC, 有 

mim(lz,y),2)= mx, m(y,z)). (41) 
2) 。 是 对 于 m 的 中 性 元 ,这 就 是 说 ,对 x 马 避 ,有 
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mile,x)=m(x,e)= x. (42) 
3) 每 个 元 案 wxEG 有 递 元 六 ,换言之 有 


mi 【43 
一 个 群 称 为 交换 的 ,如果 加 之 还 有 ,对 x,yEG， 
mixsy)= m(y,r). (44) 


如 果 5 只 有 有 限 个 元 案 , 则 称 它 为 有 限 群 ;其 元 索 个 数 称 为 G 
的 阶 ， 

群 & 的 子 集 H 称 为 G 的 一 个 子 群 ,如 果 对 x,y 扬 上 有 
m(x,y)EH,x EH 和 与 逆 在 H 中 ). 显 见 所 有 这 些 都 是 关 
于 置换 群 已 知 规律 (§2,B) 的 推广 .用 同样 的 论证 可 以 证 明 , 如 
果 切 是 有 限 群 , 厂 是 6 的 子 群 , 则 HH 的 阶 整 除 G 的 阶 . 

通常 我 们 写 ay 以 代 普 mlx,y), 用 x-! 代 办 x' .我 们 之 次 
十 儿 % =xx ,x = x2x,"…, 如果 存在 最 小 的 自然 数 卡 ,使 得 在 = 
e; 则 元 案 e ,x ,x?,… x-! 互 不 相同 并 构成 一 个 五 阶 交 摘 子 群 ， 
它 是 循环 的 ,我们 也 称 是 x 的 阶 . 如果 6G 是 有 限 群 , 则 G 的 所 
有 元 素 是 有 限 航 的 , 且 它 们 的 阶 整 除 5 的 阶 .这样 , 如 采风 是 局 
的 阶 , 则 对 每 个 xEC 有 wr =e. 

对 于 G 为 交换 的 情形 ,我 们 常 写 x + y 来 代替 m(x,y), 以 
0 代替 e ,以 -x 尼 蔡 x'; 于 是 定义 

2Y = = 
当 群 的 合成 律 写 为 x + y 时 , 常 称 该 群 为 加 法 群 ,而 当 合 成 律 写 
为 妙 时 , 则 称 为 来 法 群 . 
如 果 C, 乒 是 两 个 群 , 则 对 笛 卡 儿 积 6 x 在 ,通过 今 
(xy (x y= (xx" , yy’ ), 
可 定义 一 个 结构 .我 们 称 这 样 定义 的 群 为 6 与 吾 的 积 群 .这 个 
概念 可 直接 推广 到 任何 个 数 的 群 . 


CI) 环 


我 们 已 注意 到 ,在 整数 的 集合 { 记 作 Z)、 实 数 的 集合 ( 记 作 


R) 或 复数 的 集合 ( 记 作 C) 中 ,有 加 法 与 霓 法 两 种 合成 律 ,数论 


中 的 问题 导致 欧 近 , 后 来 导数 高 斯 以 更 桑 统 的 方式 考虑 蕊 的 有 
别 玫 及 或 工 的 子 集 ,对 于 它们 加 法 与 习 法 两 者 都 不 趟 出 所 给 子 
集 .这 种 子 集 称 为 环 {( 戴 德 金 把 它们 称 为 " 目 ”). 环 的 最 早 例 子 由 
形 如 a + 5 YD 的 数 构成 ,这 里 D 是 一 个 国定 的 不 等 于 一 整数 平 
方 的 整数 ,a ,4&8 是 变动 的 整数 (如 果 Dp <0, 则 a+byD=g+ 芭 
v -万 是 复数 ). 事实 上 我 们 有 
(a+ bYD)+r {a +Ev 历 )=(e+a)+f+E)V 万 (45) 
(a + bvyD)(o' DY 历 )=(aa' + bh'D)+ (Cab’' + ba' )vD. 
{46) 
这 样 的 数 构 成 的 环 记 作 ZI D1. 

高 斯 详细 考 闻 了 数 a + bi( = a + 65-1) 的 环 的 结构 , 现 
在 称 这 样 的 数 为 高 斯 整数 .他 表明 ,在 这 个 环 中 有 非常 接近 于 通 
常 算术 的 “算术 ": 可 以 定义 < 素数" ,并且 每 个 高 斯 整数 有 叭 一 的 
方式 分 解 为 素 因 数 ( 附 录 3,B). 正 是 这 种 因数 分 解 “ 解 释 " 了 费 
马 和 欧 拉 关 于 x2+ y2 = mn 的 整数 解 的 定理 (第 四 章 , § 2,A), 但 
是 进一步 的 研究 表 衣 这 些 算术 性 质 对 许多 D 值 不 再 成 立 ( 侧 如 
D= -5). 经 过 半 个 世纪 的 努力 才 克 服 了 这 个 困难 ;而 且 正 如 
“用 根 式 " 解 代数 方程 问题 是 群 论 的 起 源 ( 8 1,D) 一 样 ,关于 环 
ZLv D] 和 由 “单位 根 ”( 满 足 方程 x* - 1 =0 的 复数 ) 生 成 的 环 的 
研究 是 代数 教 论 这 个 伟大 的 现代 理论 的 起 源 . 

上 而 所 举 并 不 是 竟 定义 两 种 合成 律 的 仅 有 的 例子 ,定义 在 
任意 集合 上 的 实 值 了 各 数 的 集合 关于 1,C 中 定 文 的 加 法 f+ 
g 与 乘法 庆 构 或 一 个 环 ,任何 个 数 的 实 或 复 变量 的 多 项 式 也 构 
成 一 个 环 . 

这 些 考察 在 20 世纪 初叶 导致 交接 环 这 种 一 般 结 构 的 定义 ， 
这 里 “林原 "对 象 是 一 个 集合 4 与 两 种 “合成 律 ", 分别 记 作 
(zx,y)F> x +y( 加 法 ) 与 (x,y) -> xy( 来 法 ), 其 公理 为 : 仅 
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仅 关 于 加 法 ,4 是 加 法 群 ,而 乘法 是 结合 的 、 奖 换 的 且 关 于 如 法 
是 分 配 的 . 


‘ 耳 ) 域 


某 些 环 { 得 非 折 有 坏 中 ) 具 有 单位 元 e ,使 对 每 个 x, 有 ex = 

Xx., 而 从 19 世纪 初期 起 , 阿 贝 尔 和 人 怕 罗 瓦 发 据 出 这 样 的 复数 集 
{但 未 给 出 名 称 ) 下 : 它 是 包 全 有理 数 集 QQ 的 坏 , 且 对 每 个 不 等 
于 零 的 xEKe ,其 逆 ( 倒 数 )1xx 也 在 中 .从 戴 德 金 时 代 以 来 ， 
这 些 集 会 被 称 为 交换 域 或 的 子 域 .集合 Q,R 和 人 C 都 是 域 . 阿 
贝尔 和 和 侈 罗 现 讨论 的 域 通过 取 有 限 个 任意 的 复数 4), a2,…， 
am 得 到 :天 是 数 届 (alyaz en) 的 集合 ,其 中 丽 = P/Q 是 两 
个 m 元 任 章 次 有 理 系 数 多 项 式 呈 ,0 之 商 , 并 满足 条 件 O(a, 
42.""' Gm) 关 人 0. 事实 上 ,对 于 油 足 人 (al am) 天 个, Of 01, 
… njF 关 0 的 多 项 式 P,0 ,P,Q1, 我 们 有 

P PP PoOI+PIQ PP Py PP 

0°0 00 00 O01 
而 腾 积 @tal ,an) O(a an )¥0. 如 果 加 之 还 有 P(lail, 
,Qn) 天 四 , 刚 数 


PCal…an) 
O(a on) 
具有 道 
Qal,", am) 
Plagr,',am) . 


WD 一 个 例子 是 呈 中 由 情 数 移 成 的 子 环 22 .两 个 悄 数 之 积 是 偶数 ， 
但 不 存在 人 情 数 。, 使 得 ce(2n)=2n. 
你 ” 环 的 公理 敬 潘 对 一 切 xE4,0x =0, 因 为 对 所 有 # 人 4 ,我 们 有 
T= + r= Dv, 


而 由 于 4 关于 加 法 是 群 ,因此 由 上 式 得 0.x = 0. 
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我 们 写 六 = Qial,…,an), 并 称 天 为 由 alj，……，en 生成 的 域 .此 
外 ,在 这 一 定妆 中 ,自始至终 域 只 可 代 之 以 复数 域 CC 的 任 一 子 
域 . 

还 应 注意 到 , 当 a ,5 是 至 理 教 时 , 数 @+5v 呈 也 构成 一 个 
域 ,因为 不 能 有 a +b YD =0, 妈 a?- 82D =0, 除 非 a= 户 =0， 
这 是 由 于 已 不 是 一 个 平方 .这 样 ,由 于 a + 4 yD #0, 我 们 能 写 


1 __ oe  _b 
+ 万 -ao TDD 


它 也 有 c + d YD 的 形状 ,其 中 c,d 为 有 理 数 . 
(NN》 非 交换 环 和 非 交 换 域 


哈密 顿 四 元 数 ( 弛 2,D) 的 集合 了 H" 近 于 ”一 个 起 :事实 上 ,如 
时 四 元 孝 
d=a0+8+o+od 
不 等 于 零 , 网 有 a?+ b+ cz+ 9d2z0. 于 是 关于 姜 法 的 公式 (39) [149 ] 
表明 四 元 数 
/es We 
4 or hitci+ di 
满足 gq' = g'g = 1. 换言之 ,每 个 非 零 四 元 数 具 有 ( 右 或 左 ) 道 . 
这 就 导致 推广 交换 环 的 定义 :一 个 (交换 或 非 交 换 的 ) 环 是 
一 个 集合 4 ,并 在 4 中 定义 了 :{1) 一 个 如 法 ,而 4 关于 此 加 法 
是 一 交换 群 ;( 一 个 结合 乘法 , 它 不 一 定 是 交接 的 ,但 关于 加 法 
是 右 和 左 分 配 的 ,就 是 说 ,有 
A +E)= +A +I) y+ ox. (47) 
一 个 (不 一 定 交 换 的 ) 城 是 一 个 环 天 ,其 滋 法 具有 单元 位 。， 
且 每 个 xx0 具有 右 和 左 北 元 ,换言之 ,具有 满足 xx' = xx = 
e 的 x' .通常 我 们 写 1 来 代替 e, 并 以 x-1! 代 替 六 . 注 前 由 这 些 
条 件 推出 下 的 非 零 元 的 集合 KK 关于 乘法 是 一 个 人 群 . 四 元 数 集 
耳 振 供 了 非 交 换 域 的 例子 . 
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D. 上 序 结 构 


我 们 已 看 到 (第 三 章 , $ 4) ,直线 上 点 的 顺序 这 一 想法 (或 
“位 于 两 个 点 之 间 " 的 点 这 一 概念 ) 是 基本 几何 概念 之 一 .这 是 比 
较 " 大 小 ”或 比较 整数 这 种 直观 概念 的 数学 “模型 ”. 在 19 世纪 最 
后 30 年 中 , 康 托 尔 和 戴 德 金 从 各 个 方向 加 深 和 推广 了 这 个 概 
念 . 

康 托 尔 在 其 数学 生涯 的 开始 阶段 ,追随 黎 曼 研究 分 析 中 这 
样 的 问题 ,其 结果 可 能 先 验 地 依赖 于 “例外 "实数 的 一 个 集合 玉 
(附录 5,D) .他 首先 证 明 ,如果 中 是 有 限 的 , 则 这 些 数 对 结果 设 
有 影响 .但 当 忆 是 无 委 集 时 ,只 有 作出 一 些 补充 假定 ,他 才能 达 
到 相同 的 结论 ;这 导致 他 认识 到 ,如 果 对 实数 按 其 元 素 的 库 站 构 
来 考 患 ,那么 由 实数 组 成 的 各 种 集合 有 着 极 大 的 多 样 性 . 例如 ， 
如 果 志 是 有 理 数 的 集合 ,那么 在 吾 的 两 个 数 之 间 总 有 另 一 个 数 
(甚至 无 穷 多 个 另外 的 数 ). 另 一 方面 ,考虑 数 1/n(n =2,3,…') 
组 成 的 集合 号 , 它 就 没有 王 述 性 质 . 注意 此 集合 有 里 大 数 172， 

[159] 但 没有 最 小 数 ; 可 是 数 1 -1/nln =2,3,…) 组 成 的 集合 下 则 怡 

好 相反 .并 UF 既 没 有 最 大 数 ,也 没有 最 小 数 .这样 一 些 例子 
激励 康 托 尔 对 序 观念 进行 更 一 般 的 研究 是 可 以 理解 的 . 

就 戴 德 金 而 言 ,他 对 数论 的 探讨 导致 研究 两 个 自然 数 a 与 
6 之 间 *“a 整除 5b” 的 关系 .如 果 把 a 整除 上 写 为 简略 形式 R(a， 
5 ), 则 我 们 有 下 列 三 条 性 质 ， 

1) R(a ,a) 恒 为 真 ( 这 称 为 关系 R(a,b) 的 自 反 性 ); 

2) 如 果 有 Re,5) 和 呈 (5b,c), 则 有 R(a,e) (关系 RLa， 
6) 的 侍 弟 性 )， 

3) 如 果 同 时 有 RC(a,5) 和 RR(6,a), 则 必 有 m= 8( 这 个 性 
质 有 时 称 为 反 称 性 ). 

注意 实数 之 间 通 常 的 关系 三 8( 它 曾 被 康 托 尔 研究 过 ) 显 
然 满足 这 三 条 性 质 . 然而 ,虽然 我 们 总 有 或 者 a < 5 或 者 ba 


成 立 ,但 对 关系 “a 整除 六 情形 却 不 是 如 此 :3 不 整除 7 且 7 不 
叉 除 3. 

这 些 例子 以 及 其 他 许多 例子 导致 尾 一 集合 EF 的 元 素 之 间 
序 ( 或 访 序 ) 关 系 这 个 一 般 概念 : 它 是 所 给 集 侣 两 个 元 罕 之 间 满 
足 上 述 性 质 1) ,2),3) 的 一 个 关系 R(a 5) 这 三 条 性 质 就 是 证 
结构 的 公理 .如 果 加 之 RC(a 5) 还 满足 下 述 公理 ; 

4) 对 下 的 每 对 元 案 a ,5, 或 者 有 R(a,b), 或 者 有 R(8， 
sa 闪 如 果 两 者 均 成 立 , 则 由 3) 有 a =), 则 称 RCa,5) 是 一 个 全 
序 关 系 . 

与 一 般 人 可 能 设想 的 相反 ,在 数学 中 我 们 过 到 ({ 偏 }) 序 关系 
还 多 于 和 到 全 序 关 系 . 最 常 过 见 的 是 “部 分 "与 “整体 "之 闻 的 外 
售 关 系 4 CB; 欧 几 纪 得 经 常用 到 它 , 它 满足 上 述 1),2),3), 介 
只 要 "整体" 合 有 名 于 两 个 元 察 ,那么 它 就 不 满足 4); 如果 也 ，， 
D2 是 平面 上 商 条 不 同 的 直线 , 则 两 者 都 不 是 另 一 方 的 子 集 . 


.度量 空间 与 拓扑 概念 


我 们 已 看 到 (第 三 章 ,§9) ,数列 的 板 限 和 实 变量 实 信函 数 
的 连续 性 概念 ,在 很 长 时 间 里 处 于 模糊 状态 ,最 后 在 19 世纪 初 
得 到 精确 表述 .这 是 两 个 现 称 为 “拓扑 概念 "的 概念 . 

另外 的 拓扑 概念 在 1860 年 后 出 现 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 康 托 
尔 的 论著 中 (也 出 现 于 功德 金 所 作 但 生前 未 发 表 的 笔记 中 ) . 瑶 
尔 斯 特 拉 斯 在 讨论 分 析 基 础 时 ,在 其 讲授 中 定义 实数 xo 的 全 
城 : 这 是 实数 集 的 一 个 子 集 , 它 包 洁 未 特别 指定 但 长 度 不 等 于 夫 
的 区 间 [xo- a,xo + a]. 戴 德 金 在 其 笔记 中 由 此 导出 开 集 (在 屠 
个 阶段 他 称 之 为 "区域 ") 概 念 :这 是 一 个 于 集 0, 它 是 自身 中 每 
个 点 的 邻 域 .茂德 金 甚至 通过 以 图 盘 或 球 代 普 区 间 把 这 个 定义 
推广 到 平面 上 和 空间 中 , 就 康 托 尔 而 言 ,关于 "例外" 集 的 研究 
(上 述 C) 导 致 他 考察 集合 有 的 任意 子 集 下 的 性 质 ,他 定义 玉 的 
导入 吾 ' 为 满足 下 述 条 件 的 点 xo 的 集合 :ze 的 每 个 邻 城 舍 有 
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的 无 穷 多 个 点 (因此 ,如 果 EF 是 有 限 集 , 则 E' 是 空 集 ). 然后 他 
取 EB!' 的 导 集 (E') = E*, 如 此 继续 ,并 审 察 可 能 发 生 的 各 种 情 
形 .例如 ,对 于 数 1/n(n =2,3,…) 组 成 的 集合 ,EE' 退 化 为 只 
含有 一 个 点 0; 对 于 形 如 1/n 和 1- 17n 的 数组 成 的 集合 ,到 
含有 两 个 点 0,1; 在 这 两 种 情形 ,EF" 都 是 空 集 . 另 一 方面 ,如 果 E 
是 介 于 0,1 之 间 的 有 理 数 的 集合 , 则 E' 是 整个 区 和 间 [0,11, 随 后 
的 导 集 都 等 于 这 个 区 间 . 

然而 ,分 析 尤 其 是 变 分 法 了 的 需要 使 得 在 相当 日 之 前 ,这 些 
“拓扑 "概念 就 被 推广 到 与 实数 不 同 的 刘 的 对 象 : 我 们 需要 对 向 
量 、 实 值 郴 数 曲线、 曲面 等 等 谈论 “极限 "或 “ 邻 域 ”. 是 弗 刍 歇 于 
1906 年 发 现 了 一 个 非常 简单 而 又 完全 一 般 的 结构 , 它 使 给 出 分 
本 的 伯 大 多 数 问 题 中 自然 产生 的 “拓扑 "概念 的 意义 成 为 可 能 ， 
这 就 是 现 称 为 度量 空间 的 结构 . 这 种 结构 的 “本 原 对 象 " 是 一 个 
任 间 的 集合 殖 和 从 豆 x 殖 到 及 中 的 一 个 映射 人 x ,y) 上 > d(x， 
yj 它 满足 下 列 三 条 公理 ; 

1 ax:xz=0; 如 果 x*zy, 那 么 dxyy)>0i 

1) dly,x)= d(x,y); 

[152] MD) dx,z)s d(xr,y) + d(y,z). 

很 清楚 ,在 欧 几 里 得 空间 中 ,两 点 x ,y 之 间 的 距离 满足 这 
些 公理 ,因为 可 以 辩 认 出 ,于 ) 表 达 了 三 角形 边 之 间 熟 知 的 不 等 
式 ( 欧 几 里 得 ,几何 原本 》, 第 工 眷 命题 20). 这 样 ,度量 空间 的 
元 素 通 常 称 为 点 ,而 数 d(x ,y) 称 为 距离 . 

值得 注意 的 是 ,所 有 "拓扑 "概念 能 仅 用 上 面 的 公理 来 定义 ， 
例如 ,E 中 的 无 穷 点 列 (zx,) 以 点 y 为 其 极限 (或 " 趋 于 ”y), 如果 


QD 这 门 学 科 诞 生 于 17 世纪末, 其 自 的 是 求解 与 灾 动 曲线 或 曲面 有 
关 的 数 的 极 小 值 或 极 大 值 的 计算 这 个 困难 问题 ;例如 ,在 平面 上 具有 给 定 
长 度 的 不 自 交 闭 曲线 中 求 出 包 图 面积 最 大 的 曲线 ,或 在 曲面 上 , 清 如 椭 球 
面 上 , 求 连 接 两 个 点 的 长 度 为 要 小 的 曲线 . 


教 列 {aefyvxzn)) 赵 于 零 , 没 忆 , 玉 是 两 个 度量 空间 ,映射 f; 五 一 
五 是 连续 ,如果 每 当 吾 中 点 列 {(x) 赵 于 极限 y, 总 有 中 中 点 列 
(f(r )) 趋 于 F(y) .点 xoEE 的 一 个 孝 域 是 一 个 集合 ,使 对 某 
个 充分 小 的 数 a > 0,F 包含 满足 d(x ,x0o) 志 a 的 元 束 xEE 构 
成 的 集合 ;等 等 . 

要 注意 ,同一 集合 上 两 个 不 同 的 距离 可 能 产生 相同 的 拓扑 
概念 .例如 ,在 平面 R* 上 ,对 两 个 点 (x1,71),《x2,7Y2); 我 们 能 取 


VV (xt— X22) + 《y1 一 Ya) 
为 两 者 之 间 的 诈 离 ,也 能 取 数 
|xi— x2| + |y1~ Ya| 

为 两 者 之 间 的 距离 .我 们 称 集合 EE 上 的 两 个 距离 d(x,y) 与 
datx ,7y) 是 等 价 的 ,如 果 对 于 这 两 个 距离 的 邻 域 概念 相同 . 已 上 
等 价 距 离 的 集合 组 成 称 为 可 度量 化 空间 的 结构 ， 

度量 空间 具有 极 大 的 和 多样 性 ,此 处 我 们 不 能 描述 它 在 分 析 、 
微分 几何 、 代 数 拓 扑 或 甚至 数论 中 所 起 的 作用 .我 们 在 这 里 只 提 
及 除 空间 R" 外 或 许 用 得 最 多 的 空间 ,这 就 是 希 永 伯 特 空间 , 它 
是 量子 力学 的 数学 基础 (附录 4,C) . 


FE. 竺 构 的 滞 杆 和 分 离 


前 面 几 节 描述 的 是 最 简单 的 结构 ,可 以 称 为 “纯粹 "结构. 然 
而 ,19 世纪 进程 中 出 现 了 一 些 结构 类 型 , 它 对 和 解决 经 典 问题 甚 
至 更 加 有 用 .它们 可 以 称 为 “混合 "结构 ,其 中 可 以 有 几 个 赋予 结 
构 的 “本 原 " 集 合 ,也 可 以 在 同一 个 集合 上 有 有 几 个 结构 ,自然 有 把 
这 些 结构 互相 联系 起 来 的 公理 .这 种 “混合 "结构 的 数目 正在 不 
断 增 多 ,我 们 将 只 提 几 个 例子 . 

最 早 的 例 于 是 向 量 空 间 结 构 , 它 有 两 个 "本 原 " 集 合 , 即 一 个 
交换 域 (本 节 CL) 和 一 个 使 用 加 法 记号 的 交换 群 忆 {本 节 CC 
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1}, 还 有 一 个 本 原 对 和 象 , 即 玉 x 到 EE 中 的 -一 个 映射 (A ,x*) 
一 Ax (hx 也 记 作 4:x), 它 称 为 标本 来 法 , 体 从 下 列 公 理 : 


ACX+ 7) = Ar +AY: (48) 
(4 + 十 FE (49) 
AAA = CA); (50) 


lx=X. {51) 
典型 例子 是 n 维 向 量 的 集合 = R"(81,B), 这 里 天 = 及 ,标量 
乘法 是 一 个 位 似 变 找 ( § 1,B,E).R" 上 的 向 量 空 间 结 构 由 凯 莱 
和 格拉 斯 学 于 1843 年 提出 , 它 是 数学 各 个 领域 中 最 广泛 、 最 有 
用 的 结构 之 一 . 

这 个 结构 可 以 有 多 种 推广 途径 ,在 公理 (48) 到 (51) 中 ,不 一 
定 必 须 假 定 天 是 域 , 它 可 以 代 之 以 具有 单位 元 的 交 挽 环 #4. 于 
是 就 有 4 烧结 构 , 它 处 于 戴 德 金 于 1860 一 1870 年 创立 的 代数 
数论 和 克 罗 内 克 于 同一 年 代 构 思 的 代数 函数 论 的 中 心 . 

更 进一步 ,通过 不 仅 在 EE 上 设置 加 法 群 结构 ,而 且 还 设置 
(交换 或 非 交 换 ) 环 结构 ,就 可 能 “丰富 ”向 量 空间 结构 .这 时 必须 
在 (48) 到 (51) 上 增添 一 个 把 环 5 中 的 乘法 同 标量 乘法 联系 起 
来 的 新 公理 , 即 

ACxy) = (Ar)y = x (NA), {52) 

这 时 可 以 说 我 们 定义 了 一 个 4 代数 结构 (在 19 世纪 它 被 
称 为 " 超 复 数 系 ”) .哈密 顿 四 元 数 集 ( $ 2,D) 是 一 个 有 R 代数 . 

另 一 方 曾 , 如 果 我 们 以 使 用 于 法 记号 的 (不 一 定 是 交换 的 ) 
群 C 代替 天 来 "减弱 "向 量 空间 结构 ,自然 应 取消 公理 (49) , 国 
为 它 不 理 有 意义 ;这 样 得 到 的 铺 构 称 为 带 算 子 加 法 群 下 (等 子 指 
G 中 的 元 素 ). 我 们 其 至 可 以 取消 户 上 的 所 有 结构 ,只 保留 

[154] G x 到 巨 中 的 映射 (4 ,x) 瞩 >A4'x, 还 有 公理 (50) 和 (51); 于 
是 我 们 有 一 个 带 工 子 群 G 的 集合 上 .这 时 称 G 作用 于 ! 或 运算 


WD 妆 4 负 有 单位 元 时 ,当然 要 取消 公理 (51). 
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于 )E, 上 映射 (4 ,xyHF xz 称 为 6 在 互 上 的 作用 . 

最 后 这 个 结构 的 重要 性 来 源 于 下 述 事 实 : 自从 克 莱 因 时 民 
(1873 年 ) 以 来 , 正 是 这 种 结构 承担 为 群 6 的 几何 学 ,从 而 统一 
了 19 世纪 初叶 以 后 发 展 起 来 的 各 种 几何 概念 ( 实 射影 几何 、 复 
射影 几何 以 及 非 欧 几 里 得 几何 ). 对 于 克 莱 因 ,2 维 或 3 维 古 典 
欧 几 里 得 几何 是 这 样 一 种 “几何 ", 其 中 五 是 平面 R? 或 空间 
R", 而 C 是 住 物 群 (8$2,B). 对 于 克 莱 因 ,一 条 * 几 何 定理 "是 吾 
的 元 素 或 子 集 之 条 的 在 6 的 作用 下 不 考 欧 一 个 关系 , 即 对 每 个 
算 子 EG, 当 该 关系 涉及 的 吾 中 元 素 x ,yz,… 代 之 以 入 ， 
A "yz 时 , 它 仍 然 成 立 ; 对 于 五 的 于 集 情形 也 是 如 此 . 显 
然 这 正 是 欧 几 里 得 几何 学 所 有 定理 的 共性 ， 

作为 完全 不 同 的 “ 妃 何 "的 例子 ,让 我 们 引用 卡 加 莱 半 平面 
号, 万 是 满足 y >0 的 复数 z = x + iy 的 集合 . 群 6 是 保 向 平面 
并 性 人 群 , 记 作 GL:* (2,R).G 由 矩阵 (52,B) 

a 月 
(> 4) 

组 成 ,这 些 矩阵 满足 : ,8,Y,5 都 是 实数 , 且 a6 - fy > 0.CG 在 
里 上 的 必用 由 

(5 3) := (53) 
定义 .( 其 结果 总 是 有 意义 的 ,因为 对 任 一 zE 旺 不 可 能 有 yz+ 
6 = 人 0. 首 先 ,7 ,5 不 能 都 等 于 零 ;其 次 ,如 果 yz0, 则 不 能 有 z = 
-37Z7 ,因为 z 不 是 实数 .) 可 以 直接 验证 


立 ( 计 十 评 上 十 
tt 


aD 一 
(yx 4)2+ 7 “ 
由 于 a- 有 >0 且 yy>0, 所 以 此 违 部 大 于 零 .我 们 在 讨论 非 欧 


— 169 一 


的 炭 部 是 
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几 里 得 几何 时 还 会 遇 到 这 种 “几何 "(第 六 前, 1,C). 研究 


GL?+ (2, 民 ) 的 某 些 子 群 在 村 上 的 作用 ,是 处 加 菜 的 害 克 斯 函数 
理论 (1881) 的 基础 . 
作为 几 个 结构 "又 置 " 在 同一 个 集合 上 的 例子 ,让 我 们 引用 
有 序 交 接 域 结构 .这 是 同时 在 一 个 集合 天 上 考虑 交换 域 结构 和 
记 作 z << 的 全 序 结构 .联系 这 两 个 结构 的 公理 是 : 
如 果 sy, 则 对 任何 z 亿 天 有 x+s 和 YY+4+I; (54) 
如 果 x 才 yy, 且 z 宕 0, 则 和 江 志 y， (55) 
这 里 我 们 能 辨认 出 实数 系 关 于 通常 序 关 系 的 两 条 公理 (第 
三 章 ,附录 2), 其 中 第 一 个 本 质 上 就 是 欧 几 里 得 关于 量 的 “ 共 
识 之 一 .实数 域 R 的 所 有 子 域 都 是 有 序 域 ;但 还 有 许多 别 的 有 
序 域 (附录 3,E). 也 有 这 样 的 交换 域 , 例 如 复数 域 已 ,对 于 它 没 
有 满足 公理 (54) 和 (55) 的 序 结构 (附录 3,F)， 
如 果 G 是 使 用 加 法 记号 的 交换 群 , 且 在 C 上 定义 了 一 个 清 
足 (54) 的 (全 或 偏 ) 序 , 则 称 在 G6 上 定义 了 有 上 序 人 群 结构 ,例如 ,对 
G = 及 ,通过 取 序 关系 
《YY%2) 一 人 fy3 , 72) 
为 关系 
X11 和 vi (56) 
{这 里 专 为 实数 之 间 的 通常 美 系 ) ,定义 一 个 偏 序 群 结构 ， 
然而 ,通过 到 关 系 
xz1<yl 或 (xl1=yl 且 xzsy2) (57) 
代替 (56) ,我们 也 能 在 R? 上 定义 一 个 满足 (54) 的 全 序 结构 , 关 
系 (57) 就 是 称 为 字典 序 的 序 关 系 ， 
丸 一 个 “ 友 置 "结构 的 例子 是 可 度量 化 厅 扑 群 , 它 是 在 “本 
原 集合 CE 上 定义 一 个 (交换 或 非 交 换 ) 群 结构 和 一 个 可 度量 化 
空间 结构 ,两 者 之 间 满 足下 述 公 理 ; 
如 果 已 的 元 素 的 序列 (or),(y) 具 有 裤 限 , 则 序列 
{xnyr1y 凡 有 极 限 , 且 车 w= limx, s ¥ = limYy,, 则 XY l= 
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lim(xnyy 1 )， (58) 
例如 ,对 于 前 面 定 浆 的 矩阵 群 GL+(2, 素 ) ,如 果 我 们 对 两 个 
矩阵 


定义 两 者 之 间 的 距离 为 数 
[laal+16 -bl+ic-ecel+|d -dl, 

则 上 述 公 理 得 到 满足 . 

第 一 批 拓扑 群 是 S 李 于 1873 年 在 “连续 群 " 的 名 称 下 考 由 
的 ;他 应 用 这 种 群 来 解 微分 方程 的 积分 问题 . 它 在 分 析 、 徽 分 几 
何 甚至 数论 .相对论 .量子 物理 中 变 得 具有 极 大 的 重要 性 ， 

可 以 用 同样 方式 通过 下 述 公理 定义 可 度 醒 屁 拓 站 环 4 : 

如 果 4 中 的 两 个 序列 (x,), (Ys) 具有 极限 , 则 序列 

(xn -和 加) 和 (yn ) 都 有 极限 , 且 若 x = lmxny,y = limy,, 则 

有 站 ~Y=jlim(zn 一 yo) ay =limgxays) «59) 

最 简单 的 例子 显然 是 域 及 ,但 这 种 环 出 现 于 数学 的 所 有 领 
城中 ,甚至 出 现 于 数论 中 ， 在 整数 环 {在 高 斯 看 来 ,这 尤 其 是 “不 
连续 的 对 象 ) 上 ,存在 无 穷 多 个 距离 (对 每 个 罕 数 有 一 个 》 ,对 
于 它们 0 到 一 个 整数 n 0 的 距离 能 成 为 任意 小 但 不 等 于 党 
(附录 4,D) .尽管 这 看 起 来 可 能 插 奇 怪 ,但 这 些 距 离 在 数论 中 具 
有 相当 的 重要 人 性. 

可 以 看 出 ,特别 地 在 实数 集 上 ,各 种 结构 一 一 域 结构 、 序 结 
构 \ 拓 扑 结构 交汇 在 一 起 .RR 上 还 有 测度 概念 ,由 于 它 的 专门 性 
质 ,我 们 不 能 在 此 地 细 述 ;但 因 它 不 但 能 使 区 间 [a ,8] 对 应 一 个 
非 负 的 数 ( 简 单 地 就 是 它 的 "长度"5 - a) ,而 且 能 使 分 析 的 各 种 
主要 问题 中 出 现 的 所 有 集合 对 应 一 个 非 人 负数 ,因此 在 分 析 中 起 
着 极其 重要 的 作用 .基本 上 是 由 于 康 托 尔 ,我们 才能 从 多 样 性 的 
观点 考察 实数 集 ;而 在 19 世纪 的 大 部 分 时 间 中 ,总 是 用 “连续 
统 这 个 词 而 对 飞 上 定义 的 各 种 结构 不 加 区 别 .我 们 会 在 第 六 
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章 中 看 到 ,这 引 来 非 同 寻常 的 混乱 ， 
4. 同 构 与 分 类 


A， 同 构 


有 没有 可 能 对 丙 个 集合 ,上 相同 类 型 的 结构 ,例如 群 
结构 加 以 比较 ? 首先 必须 比较 集合 已 ,下 本 身 而 不 管 其 上 的 结 
构 . 例 如 ,如 果 五 , 记 是 有 限 集 , 则 当 它 们 不 具有 相同 数目 的 元 
素 时 ,就 把 它们 看 作 不 同 . 从 康 托 尔 时 代 以 来 ,基于 一 一 映射 概 
念 ,这 个 想法 被 用 于 所 有 集合 ;一 一 映 对 是 具有 下 述 性 质 的 映射 
上 王 下 :对 任 一 元 案 yEF ,存在 唯一 的 元 素 x 毛 已 ,使 得 Y= 
六 x). 例如 ,x HF 一 2 是 及 到 其 自身 的 一 个 一 一 映射 , 但 
* FF 一: 则 不 是 ,因为 如 果 y < 0, 则 它 不 可 能 是 一 个 平方 ,而 
如 采 y > 0, 则 存在 两 个 数 x =Yy,x = -vy 使 得 x?= y, 康 托 尔 
称 两 个 集合 E 与 FF 是 等 势 的 ,如 果 存 在 一 个 一 一 映射 f; E 一 
拨 .此 时 也 有 一 个 一 一 映射 /1!; FF 一 旦 ,就 是 使 得 y 和 EF 对 应 到 
满足 (x)= 7 的 瞧 一 元 素 x 的 映射 .两 个 有 痕 集 等 势 当 且 仅 当 
它们 具有 相同 数 昌 的 元 素 , 而 腿 集 不 可 能 与 和 无穷 集 等 势 . 康 托 
尔 还 发 现 了 下 述 值得 注意 的 事实 ; 存在 不 等 势 的 无 旁 集 EF,F 
(参阅 第 六 章 , § 3,B). 

现在 让 我 们 假定 号 ,中 是 两 个 群 . 忆 与 下 称 为 同 构 的 ,如 果 
存在 一 个 一 一 映射 f/: EE 习 扩 ,使 得 加 之 还 有 ,在 映射 了 下 对 应 
于 EE 中 疝 个 元 素 x,y 之 积 xy 的 是 积 A(x)f(y) ,换言之 ， 

Fxy) = Fr) f(y). (60) 

这 样 的 一 一 映射 了 称 为 己 到 玉 上 的 一 个 同 构 , 而 其 * 遂 " 
广 : 一 刁 也 是 一 个 同 构 ,因为 如 果 x!' ,y' 是 下 的 两 个 元 素 且 
x= (zj 7y= 广 IC) 则 有 xzx'= f(x),y' = f(y), 因 市 由 
(60) 有 

x'y = fx) f(y) = (xy). 
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由 此 得 到 
Fixy)= xy = x Fy'). 

例如 ,考虑 两 个 相同 阶 数 的 mn 阶 往 环 群 ($3,CI)E,E'. 
于 是 E (对 应 地 ,EE') 有 一 元 素 af( 对 应 地 ,5) 使 得 严 ( 对 应 地 ， 
FE') 由 不 同 的 元 京 eaa2 ai 对 应 好，e ,Bb, 862,…， 
1) 组 成 ,并 县 a” 等 于 中 性 元 。( 对 应 地 ,Bb" 等 于 中 性 元 e'). 
通过 联 fe)=e',f(at) = (1 关 和 nn 一 1) 定 义 一 一 映射 f: 区 
一 EE' .我 们 米 证 明确 实 有 f(xy) = fx)fly). 如果 x 或 y 是 中 
性 元 e ,此 式 显 热 成 立 .否则 ,存在 4h,k,hen-1,k<n-1, 使 
得 x*=ar,y=at. 由 此 xy =attt, Ps)Fy)= 瑟 全 如果 天 十 
志 7R ~1, 则 由 的 定义 确实 有 f(xy) = f(r)fty) ;如果 庆 + 卡 安 
nn; 则 可 号 天 + 六 = 有 +7,0j 才 nn 一 2, 申 此 

+ 二 OA -oi,bt+*o bri=b, 
因而 
fry)= a) = ffm) = = bt (x) y), 
这 就 证 明了 下 述 定理 : 所 有 同 阶 的 循环 群 是 同 构 的 ,这 样 , 检 六 
和 同 余 类 的 加 法 群 ( $2,C) 与 循环 置换 (12…n)* 的 群 ( 和 2,B) 这 
两 个 表面 上 不 同 的 群 是 同 构 的 . 

从 一 个 群 到 另 一 个 和 群 尺 上 的 同 构 的 存在 性 的 巨大 意义 
在 于 ,对 于 E 的 元 素 或 子 集 只 借助 群 公理 表达 的 任何 性 质 , 我 
们 可 立即 推出 同样 的 性 质 对 于 上 的 由 所 给 同 构 对 应 出 的 元 素 
或 子 集 也 成 立 ,而 后 者 有 时 却 很 不 显 见 ， 

然 面 同 掏 的 存在 性 并 不 总 是 那么 显然 .以 ( 正 、 负 或 零 ) 实 数 
的 加 法 群 RB 与 正 实数 的 来 法 群 R: 为 例 , 直 到 17 世纪 , 才 发 现 
隶 +* 到 到 上 的 同 构 一 一 底数 ofa > 1) 的 对 数 x 一 logwx .事实 
上 这 是 一 一 映射 ,而 且 椒 管 两 个 群 的 写法 不 同 , 关系 式 

loga l xy ) = logax + logay (61) 
不 是 别 的 , 正 是 方程 (60). 
男 一 方面 ,如 果 考 虚 加 法 群 有 的 由 正 、 负 有 理 数 和 办 组 成 
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的 子 群 Q 与 乘法 群 及 ;的 由 正 有 理 数组 成 的 子 群 @Q;: ,那么 这 两 
个 群 却 是 不 同 构 的 .因为 对 每 个 x 忆 Q, 存 在 元 素 yESQ, 使 得 
2Y = x. 如果 存在 同 构 f， QQ? ,那么 对 于 每 个 所 EQ+ ,会 存 
在 一 个 且 只 存在 一 个 xEQ, 满 足 作 x)=x', 而 如 果 2y =* 且 
fF) = YY', 则 按 定义 就 会 有 
y=f(2y)}= f(x)=x". 

但 从 毕 达 熏 拉 斯 时 民 起 就 已 知道 当 x' = 2 时 这 是 不 成 立 的 ( 震 
见 第 三 章 , § 2)， 

对 于 3 中 考虑 的 每 种 结构 ,能 以 同样 方式 定义 同 构 概 念 . 
于 于 两 个 环 A,8, 从 4 到 8B 上 的 一 个 同 构 f 是 一 个 一 一 瞻 射 ， 
使 对 4 中 任何 x ,xY, 有 

fxty)=f xr) tf YI x) = (xr) f(y). (52) 

例如 , 设 ,下 是 两 个 等 势 的 集合 ,4 ,8B 分 别 是 由 定义 在 ,下 
上 的 实 什 函数 构 成 的 环 . 令 zj: 一 已 是 一 个 一 一 上 映射 , 则 使 定 
艾 于 五 上 的 函数 zx | 一 > u(x) 对 应 到 定义 于 下 上 的 函数 y 一 
ulaly)) 的 映射 一 weo 是 4 到 8B 上 的 一 个 同 构 , 此 事 易 
于 证 实 . 

对 于 两 个 有 序 集 已 ,下 ,已 到 严 上 关于 序 结构 的 同 构 是 一 个 
一 一 有 映 射 f/。，E 一 下 ,使 得 关系 x 专 Y 等 价 于 js)sFy 名. 例 

[159] 如 ,映射 x 一 一 2x 是 区 间 [0,1] 到 区 间 [0,2] 上 的 一 个 同 构 ， 

如 果 王 ,已 是 两 个 庶 量 空 休 (8 3, 了) ,d ,中 分 别 是 这 两 个 空 
闻 中 的 焉 离 ,那么 从 五 到 到 上 的 度量 空间 同 构 { 也 称 为 等 距 同 
要 ) 是 一 个 一 一 映射 1:E 一 E' ,使 得 

d' (fx) fC)) = d(x , y). 


{DD 当 并 未 假定 玉 ,F 上 的 序 结构 是 全 序 时 ,一 个 一 一 映射 f: EF 一 
可 能 使 得 关系 * 近 y 蕴涵 六 x) 志 f(y), 但 并 不 等 价 于 f(x) 万 f(y). 例如 ,如 
梁 互 ,FF 两 者 都 是 自然 数 和 集 ,f 是 恒 等 映 射 , 则 当 在 天 上 取 关 系 “* 整除 y" 
而 在 呈 上 到 通常 序 关系 xsy 时 , 显 加 x 整除 y 蕴涵 x 和 sy, 但 反之 不 成 立 . 
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现代 分 析 的 伟大 进展 之 一 是 揭示 积分 论 中 定义 的 菜 个 度量 空间 
同 构 于 一 个 希 尔 但 特 空间 

如 果 我 们 只 有 (fx),f(y)) = d(x,y), 这 里 四 是 等 价 
于 @ SS3 BE 的 一 个 车 离 , 则 称 了 为 可 度量 化 空间 五 到 可 度量 
化 空间 五 上 的 一 个 周 私 . 它 相 当 于 说 上 和 广 都 连续 ， 


B. 分 类 问题 


每 当 定 义 了 一 个 结构 并 证 明 它 对 求解 经 典 问题 有 用 时 ,我 
们 自然 就 会 握 出 对 满足 局 一 公理 系统 立 的 所 有 结构 加 以 分 类 的 
问题 . 当然 ,两 个 同 构 的 结构 不 加 区 别 . 换 言 之 ,任务 在 于 确定 满 
是 宛 的 结构 的 一 个 总 集 , 其 中 任何 两 个 互 不 同 构 , 而 每 个 满足 如 
的 别 的 结构 司 构 于 此 总 集中 的 基 个 结构 . 

这 里 提出 的 是 一 个 理想 目标 , 它 只 在 少数 情形 中 得 到 实现 . 
1865 年 , 谢 林 受 高 斯 遗留 的 论文 的 启发 (当时 他 正在 编 集 高 斯 
的 论著 ), 盖 明 了 具有 给 定 判 别 式 的 二 次 型 类 (上 2,C) 的 交换 群 
的 结构 .两 年 后 克 罗 内 克 注 意 到 ,用 同样 的 方法 可 对 所 有 有 限 交 
换 群 进行 分 类 .结论 非常 简单 ， 这 些 群 是 有 限 个 阶 为 素数 之 震 
的 循环 群 之 积 ， 

很 快 认识 到 对 有 限 非 交换 群 分 类 显现 出 程度 相当 不 同 的 困 
难 .在 同 构 范围 内 确定 给 定 阶 为 N 的 所 有 的 群 这 个 问题 已 经 非 
第 艰难 ; 没有 人 能 得 到 数 N 超过 儿 千 时 的 结果 .于 是 求助 于 退 
回 到 满足 附加 的 有 趣 人 性 质 的 某 种 类 型 的 有 限 群 .例如 , 阶 为 素数 
P 之 各 的 群 ( 称 为 p 群 ) 已 得 到 很 多 研究 ,它们 具有 值得 注意 的 、 
非常 有 限制 性 的 性 质 ; 尽 管 如 此 ,我 们 离 描述 所 有 这 种 群 仍 十 分 
种 和 远 ， 

一 个 可 以 退潮 到 偶 罗 瓦 的 问题 是 确定 非 交 换 有 限 单 群 ,在 
某 种 意义 上 它 同 p 群 相反 ; 它们 组 成 所 谓 的 “基本 构件 ", 由 之 


出 发 所 有 别 的 有 限 群 从 理论 上 说 都 能 重新 构造 出 来 (附录 2, [160] 


DD). 和 寻求 确定 所 有 这 些 群 (在 同 构 范围 内 ) 持 续 了 150 年 之 久 ， 
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偶 罗素 发 现 了 最 小 的 单 群 , 它 有 的 个 元 素 ; 但 直到 1983 年 , 才 
做 于 完全 枚 举 所 有 这 些 群 ,其 证 明 ( 正 在 验证 之 中 由) 长 达 一 万 
余 页 1 

当然 可 以 预料 ,无限 群 会 有 复杂 得 多 的 多 样 性 ,只 有 设置 补 
充 公 理 我 们 才能 指望 对 其 中 基 些 群 加 以 分 类 .最 早 的 成 就 之 一 
是 某 种 也 称 为 单 群 (但 与 有 有限 单 群 的 定义 不 同 ) 的 李 群 ( § 3,F) 
的 完全 分 类 .所 有 这 些 群 在 1890 至 1930 年 间 由 S$S' 李 WW: 基 员 、 
E: 问 当 给 出 描述 . 

差不多 在 同一 期 间 ,类 似 地 得 到 了 了 某 种 也 称 为 单 的 中 代数 
和 C 代数 (83, 天 ) 的 分 类 ， 

至 于 域 ,我 们 知道 如 何 完 全 确定 的 只 是 有 限 城 ,本 质 上 { 没 
有 有 关 的 术语 ) 这 是 由 高 斯 (他 在 这 个 论题 上 从 未 发 表 任 何 东 
西 和 偶 罗 瓦 发 现 的 .有 限 域 的 元 素 的 数目 总 是 一 个 素数 的 者， 
而 对 所 有 素数 矫 如, 在 同 构 范 围 内 只 有 了 崔 一 一 个 域 结 构 . 这些 
域 必须 是 交换 的 .最 近 它 们 在 信息 论 中 构造 所 谓 “ 纠 错 码 "时 恋 
得 十 分 有 用 ;在 这 种 构造 中 它们 被 用 于 “有 限 域 上 的 几何 ”, 在 此 
种 刀 何 中 出 现 只 有 有 限 个 点 的 "代数 曲线 ”1 

关于 代数 数 城 已 经 知道 许多 事情 ,这 种 域 由 具有 有 理 系 数 
的 方程 的 一 个 或 几 个 ( 实 或 复 ) 根 生成 (3, 全 ). 对 它们 的 研 
究 始 于 高 斯 , 它 一 直 延 续 至 今 成 为 深刻 研究 的 主题 ; 它 是 当代 数 


出” 关于 有 限 单 群 的 完全 分 类 , 即 确定 有 限 单 群 的 所 有 同 构 类 ,经 过 
全 世界 上 百 位 数学 家 的 持 失 努力 ,于 1961 一 1981 年 完成 .这 是 数学 史上 的 
一 个 重大 成 就 .最 初 其 论证 散布 在 300 多 篇 详 文 之 中 ,其 中 引用 了 许多 新 
的 群 论 概念 ,证 明了 大 量 定理 .现在 这 一 分 类 已 被 数学 家 们 普遍 接受 . 美 
国 数学 协会 从 1994 年 开始 ,出 版 自 DD: 戈 伦 斯 坦 (Gorenstein) 、R: 利 箱 (Ly- 
ons) 利 R 所 罗 门 (Solomon) 撰写 的 氢 出 12 养 的 专著 《有 限 单 群 的 分 类 》 
(The classification of the finite simple groupa, Math . Surreys 上 Mono. ,Vol . 
40, 和 American Mathernatical Society》 .从 已 出 的 两 郑 (1994, 1996) 腹 ,全 部 篇 
幅 可 能 会 有 2000 页 左右 ,一 一 译注 
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论 的 主要 分 支 之 一 . 热 而 为 达到 探索 出 它 所 有 的 奥秘 ,仍然 有 长 
长 的 路 和 色 . 

易于 理解 , 当 在 一 个 结构 上 添加 补充 公理 ,这 样 得 到 的 “ 比 
较 丰 富 的 ”结构 的 数 自 会 较 少 . 拓扑 城 (483, 下 ) 的 情形 就 是 如 
此 ,局 部 紧 中 的 迫 扑 域 都 已 知道 .还 有 有 序 域 ( $3,F), 它 显示 了 
很 大 的 多 样 性 .但 如 果 在 其 公理 系统 上 添加 阿 基 米 德 公理 { 兄 第 
三 章 , § 6) ,那么 就 能 得 到 这 些 有 序 域 的 完全 描述 ;每 个 这 样 的 


有 序 域 是 域 有 的 一 个 子 城 ; 而 如 果 我 们 还 要 求 柯 西区 间 套 公设 [161] 


( 见 第 三 章 ,§ 6) 得 到 满足 ,那么 遵从 所 有 这 些 公理 (列举 于 第 三 
章 附 录 2 中 ) 的 域 仅 有 域 恨 自身 (在 同 构 范 围 内 ). 于 是 就 能 定 
义 域 R 为 仅 有 的 有 库 阿 基 米 德 完全 域 ( 最 后 的 定语 “完全 的 "是 
指 柯 西 淮 则 满足 ). 


C. 削 寺 和 结构 的 发 明 


面临 没有 能 力 “ 在 同 构 范围 内 "对 同一 类 型 ( 即 满 足 同样 的 
公理 系统 ) 的 所 有 结构 进行 分 类 ,数学 家 们 常常 后 退 到 比较 粗略 
的 分 类 , 即 把 不 同 构 的 一 些 结构 收集 在 一 个 类 中 ,每 个 类 中 的 结 
构 常 在 弱 于 同 构 的 意义 下 称 为 “等 价 的 .获得 这 种 分 类 的 最 古 
老 的 方法 之 一 是 使 一 个 结构 伴 以 一 个 数值 不 变量 ,就 是 说 对 于 
两 个 同 构 的 结构 为 相等 但 不 足以 在 同 档 范 围 内 充分 刻画 一 种 结 
构 的 数 .我 们 将 在 第 六 章 8 3,B 中 随同 基教 和 维 数 概念 给 出 这 
方面 的 例子 ;在 这 两 个 概念 得 到 澄清 前 ,它们 曾 招 致 菜 些 难 题 . 

上 述 想法 的 一 种 现代 样式 是 使 一 个 结构 对 应 到 另 一 类 型 可 
能 不 同 的 结构 .这 种 对 应 必须 遵从 与 台子 概念 相 联 结 的 条 件 ,对 
后 一 概念 此 处 不 能 详 述 .这 些 条 件 使 得 两 个 同 构 的 第 一 种 类 型 


人 一 个 集合 A 是 去 的 ,如 果 从 4 的 元 素 的 每 个 序列 (wx ) 能 选 出 子 
序列 (xs,) ,后 者 在 4 中 有 极限 . -- 个 空间 是 局 部 紧 的 ,如 果 它 的 每 个 点 有 
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结构 “了 匡 子 地 ”对 应 到 两 个 同 构 的 第 二 种 类 型 结构 ,但 反 过 来 不 
一 定 如 此 .例如 ,一 个 李 群 可 对 应 出 一 个 非 结合 “ 李 代 数 " ;或 者 
一 个 可 度量 化 空间 可 对 应 出 各 种 群 ,这 些 群 中 最 重要 的 是 同调 
群 和 同 伦 和 群 . 

内 此 可 以 说 ,发 明 吉 于 是 当今 积极 追求 的 目标 之 一 ,而 且 许 
多 例子 表明 ,即使 并 非 所 有 这 些 发 明 都 产生 同等 重要 的 后 果 , 至 
少 我 们 可 以 期 待 某 些 发 明 会 带 来 巨大 的 进步 由. 

研究 具有 相同 类 型 结构 的 对 象 的 一 个 集合 或 这 样 的 对 象 的 
同 构 类 的 一 个 集合 的 另 一 更 加 精致 的 方法 是 在 这 个 集合 上 考虑 
一 种 新 类 型 的 结构 . 最早 的 例子 是 凯 菜 于 1860 年 发 明 的 , 凯 莱 
在 3 维 空间 中 考虑 所 有 其 度 吕 为 给 定 的 数 4 的 曲线 .他 证 明 , 每 
个 这 样 的 曲线 卫 对 应 到 一 个 维 数 为 六 (此 数 较 大 ?的 向 量 ( § 1， 
Bj)e( 芽 ) , 它 的 W 个 分 量 遵 从 一 定数 目的 代数 关系 ,使 得 满足 这 
些 关 系 的 每 个 向 量 对 应 唯一 的 一 条 度 为 g 的 空间 曲线 栈 .例如 ， 
对 于 直线 情形 (=1), 可 取 N=5, 而 且 在 5 个 分 量 之 间 只 有 一 
个 2 次 关系 式 . 对 于 了 上 =3, 凯 某 的 理论 表明 可 取 N = 399. 我 们 
说 这 就 对 度 为 了 的 所 有 曲线 的 集合 CUda) 提 供 了 一 个 代数 闭 结 
构 . 在 直线 情形 , 克 莱 因 应 用 这 个 结构 得 到 “ 线 几 何 "(19 世纪 中 
很 流行 的 一 个 主题 ) 的 一 些 新 结果 . 凯 莱 方法 的 推广 在 当代 代数 
几何 中 有 许多 应 用 . 

获 受 在 其 代数 平面 曲线 理论 中 发 现 了 某 些 深刻 得 多 的 性 
质 . 他 运用 域 论 使 每 条 不 可 约 代数 曲线 对 应 到 一 个 “代数 函数 
域 ,他 用 两 条 不 可 约 曲线 的 代数 函数 域 同 构 这 个 事实 来 定义 所 


中 ” 岗 如 通过 证 明 一 个 函 子 使 两 个 后 一 类 型 的 结构 对 应 到 两 个 不 同 
构 的 结构 能 证 明 前 两 个 续 构 不 同 构 , 这 是 证 明珠 面 与 环 面 不 同 胚 的 方法 ， 
因为 两 者 对 应 的 疝 调 群 是 不 同 构 的 . 

吧 ”一 个 临 线 的 度 悬 该 曲线 同 任意 平面 (在 该 曲线 为 平面 曲线 的 情 
形 , 必 须 不 包括 它 所 在 的 平面 ) 交 点 的 最 大 数目 . 
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给 两 条 曲线 的 “ 双 有 理 等 价 性 (附录 3,D). 更 进一步 ,他 使 每 条 
代数 曲线 上 的 代数 函数 域 对 应 到 一 个 正 整数 或 0, 称 为 该 曲线 
的 亏 格 Dg ,使 得 两 条 双 有 理 等 价 的 曲线 具有 相同 的 亏 格 . 然而 ， 
反 过 来 ,两 个 具有 相同 亏 格 的 代数 函数 域 却 不 一 定 同 构 . 黎 曼 揭 
示 , 亏 格 g >2 的 域 同 构 类 依 不 于 3g -3 个 复 参 数 , 他 拒 这 些 和 参 
数 称 为 “ 参 模 "@. 到 了 现代 ,在 这 些 类 的 集合 上 定义 一 个 一 意 确 
定 的 代数 篮 结 构成 为 可 能 ,这 方面 的 研究 一 直 很 活跃 ,是 代数 曲 
线 论 的 主导 课题 . L163] 

从 那 时 以 来 ,上 述 想法 “占领 * 了 许多 别 的 领域 ， 遵 从 菜 些 
条 件 的 映射 的 集合 以 及 拓扑 或 微分 结构 的 同 构 类 的 集合 被 可 度 
量化 空间 、 群 或 环 等 结构 “组 织 起 来 ”. 集 合 上 的 站 构 的 发 明 初 看 
起 来 没有 什么 , 却 是 数学 进步 的 另 一 重要 源泉 ， 

与 上 述 想法 相 联 系 的 一 个 概念 是 结构 分 类 中 的 “ 脱 殊 性 ”. 
可 能 发 生 这 样 的 情形 ， 某 种 类 型 的 结构 往往 会 表现 出 很 多 捉摸 
不 定 的 “病态 面 摇 ” ,以 至 使 试图 分 类 的 人 望而却步 .但 有 时 这 种 
情况 也 能 加 以 补救 ,办 法 是 从 给 定 类 型 的 结构 中 选 出 一 些 可 以 
认为 是 “好 的 "结构 ,它们 能 以 合理 的 方式 进行 分 类 . 然 面 为 使 这 
种 方法 获得 重大 成 果 , 还 必须 表明 副 除 的 “ 坏 的 结构 在 所 研究 
的 类 型 的 所 有 结构 组 成 的 集合 中 是 某 种 意义 下 的 “小 ” 子 集 . 当 
然 , 必 须 使 这 种 想法 精确 化 , 它 可 通过 几 种 途径 达到 ;例如 ,在 无 
病 集 中 ,可 以 认为 有 限 集 是 “小 ”的 ,而 在 赋 于 “测度 ”的 集合 中 ， 
可 以 认为 测度 为 零 的 集合 是 “小 "的 ,等 等 ， 


WD ”如 果 座 为 n 的 平面 曲线 除 具 有 不 同 切 线 的 二 重点 外 没有 别 的 奇 
咸 , 风 其 亏 的 为 (mn ~- DD(n -2)/2-d, 其 中 是 二 重点 移 个 数 . 方 程 为 
ot+ hr-ec=0 (obcs0) 
的 曲线 没有 奇 点 ,因而 其 亏 烙 为 (n - 1)(n -2)/2. 
( ”我们 已 磁 到 过 模 这 个 名 词 ,但 意义 不 同 ， ;对 十 分 不 闻 的 对 象 取 同 
一 和 名称 是 数 举 家 们 的 一 个 令 估 遗憾 的 习 情 . 


[164] 


s， 当 代数 学 


A. 数学 概观 


对 每 年 发 表 的 无 数 数学 论著 进行 分 类 整理 是 一 项 只 有 超人 
才能 完成 的 任务 ,由 于 它们 构成 紧密 结合 、 错 综 复 杂 的 网 络 , 所 
以 几乎 不 可 能 解 开 使 各 种 理论 联结 在 一 起 并 成 为 这 些 理论 前 进 
主要 动力 的 链 扣 . 因 此 ,下 面 列 举 的 项 目 及 简 述 的 内 容 , 只 能 看 
作对 数学 中 可 以 加 以 研究 的 各 种 方向 以 及 关于 这 些 方向 中 看 来 
常常 未 能 显示 其 倾向 的 问题 的 非常 大 略 的 提示 . 


] ) 形式 过 加 和 集合 论 

虽然 莱 布 尼 芯 (在 其 很 长 时 间 一 直 未 发 表 的 著作 中 ) 可 以 看 
作 这 方面 的 先驱 者 ,但 是 在 大 约 19 世纪 中 叶 以 前 ,数学 家 一 直 
没有 探讨 这 些 科 目 .在 第 六 章 中 , 当 讨论 数学 “基础 "问题 ,它们 
的 起 源 , 它 们 在 2 加 世纪 中 的 可 观 发 展 以 及 它们 相对 数学 其 他 领 
域 所 处 的 地 位 时 ,我 们 会 回 到 这 个 论题 . 必须 注意 ,最 近 发 更, 在 
计算 机 科学 中 ,在 各 种 类 型 的 “自动 机 ”理论 中 ,以 及 在 可 以 冠 以 
-信息论 ”的 所 有 问题 中 ,形式 逻辑 具有 完全 出 人 意料 的 应 用 领 
域 . 


1 组 合 论 

首先 ,可 以 说 这 个 名 称 指 的 是 集合 论 的 一 个 部 分 , 即 有 限 集 
理论 以 及 计算 按 各 种 方法 构造 的 有 限 集 的 元 察 数目 的 问题 . 某 
些 这 类 间 题 例如 计算 = 个 元 素 的 集合 中 两 个 元 素 构成 的 偶 的 
数目 ( 它 等 于 n(n - 1)/2), 可 追 潮 到 古典 时 代 . 我 们 遇 到 的 另 
一 例子 是 计算 n 个 元 素 的 集合 的 排列 数 m1 ($1,D). 数学 家 
们 在 很 长 时 间 中 多 少 有 点 轻视 属于 这 类 研究 的 方法 ,他 们 喜欢 
把 它 归 入 “数学 游戏 ”, 即 使 得 通俗 科学 刊物 的 广大 读者 感到 兴 
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趣 的 那 类 数学 .但 在 最 近 几 十 年 中 ,情况 大 有 改观 ;人 们 注意 到 


“组 合 论 方法 在 完全 "爱人 敬重 ”的 数学 领域 诸如 群 论 、 李 代数 
论 .代数 几何 以 及 代数 拓扑 中 可 以 有 重要 应 用 .“ 组 合 论 "方法 也 
成 功 地 应 用 于 数学 的 各 式 各 样 应 用 (包括 信息论") 中 . 


田 ) 范畴 和 吨 于 

这 是 数学 中 最 新 领域 之 一 ,诞生 于 1943 年 ,来 自 区 伦 伯 格 
和 和 吉 克 莱恩 关于 代数 拓扑 的 探索 . 这 里 不 可 能 谈论 "二 阶 抽象 ” 
能 考虑 些 什 么 ;在 这 种 抽象 中 ,赋予 结构 和 相互 之 间 的 映射 的 集 
合 宵 失 ,更 正确 地 说 “升华 "为 与 “总 合 "成 “法 则 "这些 日 常 概念 
毫 无 关系 的 "对 人 铺 ”" 和 “第 矢 ". 这 一 理论 先是 在 代数 拓扑 中 十 分 
有 用 ,然后 在 代数 几何 中 成 为 具有 根本 重要 性 的 工具 . 它 推进 到 
数学 中 别 的 许多 领域 ,最 终 成 为 自主 发 展 的 对 象 ， 


WY) 代数 学 

关于 基础 代数 结构 的 一 般 概 念 一 一 群 、. 环 、 域 和 模 ,现在 已 
基 大 学 一 年 级 水 平 代数 教学 的 一 部 分 . 当前 代数 学 研究 的 较 大 
部 分 全 中 在 更 专门 的 代数 结构 上 . 这 些 结构 最 初 被 看 作 简 单 的 
例子 ,它们 不 久 前 才 得 到 开发 ,但 是 这 个 领域 中 的 方法 和 结果 繁 
殖 到 这 样 一 种 程度 : 其 中 每 个 结构 的 研究 分 开 来 看 都 已 成 为 一 
体 主 要 的 理论 ,这 就 是 下 面 Y ) 到 便 ) 所 列举 的 结构 .在 “代数 学 ” 
这 个 总 标题 下 所 剩 的 是 称 为 “ 泛 代数 ”的 科目 ,其 合成 律 并 不 遵 
从 诸如 定义 群 或 环 结构 那样 具有 限制 性 的 公理 . 

至 于 "经典" 代数 即 本 质 上 是 代数 方程 组 的 研究 ,如 今 是 交 
换代 数 ( 第 出 项 ) 的 一 部 分 . 


YY)“ 抽 象 " 群 
这 一 理论 始 于 若 尔 当 所 著 “Traitk des substitutions et des 
equations algebrique 〈1870) 《置换 和 代数 方程 专 论 》), 它 已 具 
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有 自己 独特 的 方法 和 问题 ,并 已 成 为 一 个 旋 大 的 分 支 ,同样 毋庸 
置疑 的 是 它 在 数学 所 有 领域 中 具有 最 多 的 应 用 ,其 程度 有 如 人 
们 所 说 : 当 你 不 很 了 解 新 的 数学 对 象 的 性 质 ,就 应 当 试 着 在 其 
上 设置 一 个 群 结构 .看 起 来 这 好 像 是 心血 来 潮 , 但 事实 上 却 已 取 
得 不 止 一 次 的 成 功 , 最 接近 于 “抽象 " 群 的 数学 领域 是 李 群 ,代数 
几何 ,代数 拓扑 和 微分 拓扑 以 及 数论 ;以 这 些 结构 为 中 介 , 群 论 
使 得 数学 中 其 他 许多 间 题 及 其 物理 应 用 丰饶 多 产 ， 


开 ) 丫 合 非 交 接 代 数 和 非 结 合 代数 

这 是 下 以 追 潮 到 19 世纪 中 期 的 某 些 理论 .它们 涉及 结合 
的 , 非 交换 的 环 ( 诸 如 四 元 数 域 ( $2.D)) 或 非 结 合 环 (其 中 事 法 
不 是 结合 的 ,但 保留 基于 加 法 的 左右 分 配 性 ), 大 们 力图 对 它们 
进行 分 类 ,通常 通过 设置 补充 公理 .它们 已 进入 “抽象 " 群 论 . 李 
群 论 .代数 拓扑 和 泛 函 分 析 中 . 


四 ) 交换 代数 

这 是 关于 交换 环 和 交换 域 的 研究 , 始 于 约 1860 年 ,也 已 成 
为 代数 学 的 一 个 独立 分 支 . 它 也 有 自己 的 问题 和 方法 ,最 重要 的 
是 ,现在 它 同 代数 几何 有 紧密 的 共同 生长 关系 , 它 向 代数 几何 提 
供 专 门 工具 即 交 换 环 的 性 质 ,但 是 近来 它 转 过 来 得 益 于 自然 地 
属于 代数 几何 问题 的 直观 考 讶 ,因为 现在 有 可 能 把 交换 代数 问 
题 翻译 为 格 罗 腾 迪 克 概 形 论 中 的 几何 术语 ,它们 是 代数 曲线 和 

L1661 代数 曲面 楼 念 的 终极 推广 , 


轿 ) 同调 代数 

它 涉及 这 样 的 函 子 的 构造 ,这 些 函 子 使 每 类 范畴 的 对 象 对 
应 到 男 一 些 对 象 , 最 常见 的 是 交换 群 .这 各 理论 与 代数 拓扑 相 联 
系 ,号 范畴 和 消 子 理论 (第 三 项 } 同 时 ,大 约 诞生 于 1943 年 . 它 的 
应 用 领域 不 断 扩 展 到 几乎 整个 数学 .可惜 由 于 它 所 用 概念 极端 
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抽象 ,此 地 不 可 能 对 它 进 行 更 多 的 说 明 . 


以 ) 一 般 拓 扑 学 

这 个 数学 领域 的 蓝 始 可 证 于 给 出 度量 空间 定义 (3,E) 的 
1906 年 .如 同 代数 学 那样 ,最 常用 的 拓扑 结 构 ( 可 度量 化 空间 及 
其 最 简单 的 推广 ) 的 公理 和 一 般 性 质 如 今 已 是 大 学 一 年 级 课程 
的 教学 内 容 .在 这 里 ,代数 拓扑 和 微分 拓扑 {第 六 项 ) 以 及 函数 空 
间 ( 第 通 项 ) 的 主要 理论 也 迅速 地 从 这 些 一 般 考察 中 分 离 出 去 . 
正在 进行 的 研究 涉及 其 他 数学 领域 几乎 不 用 的 拓扑 结构 . 


和 )》 代 数 拓 村 和 役 分 拓 站 

在 同 构 范 围 内 对 所 有 拓扑 结构 加 以 分 类 是 一 项 不 现实 的 任 
务 . 这 方面 的 努力 很 快 限于 最 接近 我 们 的 几何 直观 的 空间 ,诸如 
曲面 及 其 推广 一 一 * 有限 维 艇 " ,后 者 在 泛 函 分 析 ( 第 对 至 项 ) 
及 其 物理 和 力学 应 用 中 是 不 可 或 缺 的 . 通过 各 种 几何 性 质 的 
构造 来 扩展 这 一 领域 的 途径 已 经 找到 .如 前 所 述 ( 第 个 项 ), 对 所 
有 这 些 空间 都 能 定义 使 一 个 空间 对 应 到 一 个 代数 结构 的 画 子 ， 
而 代数 拓扑 和 微分 拓 补 就 是 这 些 函 子 的 研究 .这 个 分 支 创 立 于 
1900 年 ,在 其 后 50 年 中 它 的 发 展 是 爆炸 性 的 .或 许 这 是 数学 中 
出 现 加 新 鬼 念 最 多 的 领域 ,其 中 许多 概念 在 乍 看 起 来 丰 离 极 远 
的 理论 中 得 到 出 人 意料 的 反响 . 它 构成 一 个 不 断 更 新 的 壮丽 大 
厦 , 其 复杂 程度 使 得 极 少 有 专家 能 全 部 光 提 . 


中 ”例如 ,空间 中 固体 的 位 置 依赖 于 6 个 参数 ,因此 可 由 6 维 空间 中 
的 一 个 "点 "标志 .为 看 出 这 一 点 ,例如 考虑 空间 中 立方 体 的 位 置 .首先 是 
它 的 中 心 必 须 国定 ,中 心 可 由 它 的 3 个 坐标 得 出 ;然后 ,经 过 中 心 垂 直 于 
立方 体 某 个 面 的 垂 线 人 四 分 旋转 轴 ”, 见 附 录 2, 双 依赖 于 2 个 参数 , 它 可 
由 该 轴 与 中 心 为 立方 体 中 心 . 半 径 为 工 的 球面 的 交点 的 坐标 来 实现 .最 
后 , 当 这 个 轴 国 定 后 , 仍 能 使 所 给 立方 体 绕 该 轴 转 动 ,此 转动 再 给 出 一 个 
参数 , 即 转动 的 角度 . 


[167 ] 


M) 经 典 分 析 

我 们 曾 提 太 (§1, 丰 ) 一 一 但 未 加 精确 描述 一 一 19 世纪 数学 
令 人 击 节 竹 赏 的 最 美 花 林 之 一 , 即 由 柯 西 , 获 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 
开发 的 关于 单 复 变 基 解 析 隆 数 的 伟大 理论 .时 至 今日 它 继 续 吸 
引荐 太 批 数学 家 , 它 也 得 益 于 从 代数 拓 挫 和 泛 孙 分 析 移 植 过 来 
的 按 巧 . 

在 19 世纪 后 30 年 , 随 症 康 托 尔 欧 工 作 , 还 开发 了 分 析 的 一 
个 分 支 .在 这 个 分 支 中 ,有 意 把 解析 函数 置 于 一 旁 , 而 把 目标 定 
在 探索 对 于 比 解 析 函 数 多 得 多 的 “不 规则 ”函数 ( 见 第 六 章 , 8 2， 
B) ,还 能 说 出 些 什么 正面 性 质 . 这 里 涉及 的 是 任何 个 数 实 自 变 
基 的 应 歼 ,更 恰当 地 说 ,如 今 这 方面 的 研究 依赖 于 拓扑 学 . 

经 典 分 析 长 出 许多 新 方向 ,其 数目 比 数 学 中 任何 别 的 领域 
为 多 ,下 面 第 利 诗 焉 项 阐述 其 中 最 重要 的 分 支 . 


姬 ) 积分 和 概 率 论 
我 们 看 到 (第 三 章 , § 9) ,17 迭 纪 出 现 了 实 变 量 的 实 秆 连续 
函数 在 一 个 区 间 上 的 积分 的 定义 .在 18 世纪 ,类 似 地 出 现 了 定 
光 于 下: 的 子 集 D 上 的 两 个 实 变 量 的 实 值 函数 f(x ,y) 的 二 重 
积分 的 定义 ,如 果 x ,y) 宕 0, 则 积分 
fs, 9)dray 
是 RR 中 由 关系 
(x,yIED, Oaref(x,7) 
确定 的 体积 “例如 ,如果 取 亡 为 图 盘 
x + y= R?, 
取 站 xy7)=w RR x- y?, 则 所 说 关系 确定 一 个 半球 体 . } 在 
18 世纪 也 有 可 能 定义 任何 个 数 的 实 变量 的 实 值 函数 的 “多 重 积 
分 ,尽管 此 时 这 种 积分 不 再 有 任何 几何 直观 形象 . 
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从 1895 年 至 1930 年 ,大 们 认识 到 积分 概念 还 能 进一步 远 
远 扩展 .现在 它 可 施 之 于 定义 在 一 个 集合 号 上 的 非常 一 般 的 实 
值 耳 数 ,E 也 可 以 非常 任意 ,只 要 假定 能 对 五 的 某 些 子 集 4 定 
文 一 个 测度 , 即 对 每 个 这 样 的 子 集 赋 于 一 个 数 yy (4)>0, 它 是 


长 度 . 面 积 和 体积 这 些 经 典 概 念 的 推广 ,并 满足 少数 几 条 公理 ，[168] 


公理 之 一 是 对 丙 个 没有 公共 元 素 的 集合 4,8 之 并 AUB, 有 
(ALUB)=0(A) +u(B), 

即 此 测度 是 加 性 的 . - 

能 在 比 经 典 分 析 广 泛 得 多 的 意义 上 定义 测度 和 积分 带 来 了 
已 大 的 进步 ,尤其 是 在 泛 函 分 析 和 李 群 理论 中 .加 之 , 它 赋 予 概 
率 论 以 新 的 生命 .这 门 学 科 在 17 世纪 由 柏 斯 卡 和 费 马 创立 , 几 
乎 一 直 完 全 限于 机 会 博弈 的 理论 ;尽管 雅 格 布 ' 从 努 利 和 拉 普 拉 
斯 使 它 取得 了 显著 进步 , 它 仍然 缺乏 坚实 的 基础 ,而 把 它 扩展 为 
所 谓 "几何 概率 ”的 尝试 并 未 取得 包 大 成 就 了 . 1930 年 , 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 揭示 ,通过 把 概率 论 同 洲 度 论 联系 起 来 ,就 有 可 能 为 概率 论 
莫 定 基础 : 所 必须 的 是 只 考虑 取 值 于 0 与 1 之 闻 的 测度 @, 沿 着 
这 条 途径 决定 性 地 并 入 数学 后 ,概率 论 成 为 全 速 扩展 的 一 个 领 
域 , 它 对 其 他 科学 的 无 数 应 用 已 为 人 熟知 ,不 必 再 在 这 里 予以 强 
调 ， 


通 ) 画 教 空间 和 兰 子 

从 17 世纪 起 ,几何 学 ,为 学 和 天 文学 中 的 问题 (例如 牛顿 从 
万 有 引力 定律 推导 开 普 勒 定律 ) 导 致 “函数 方程 ”, 即 方程 中 的 
未 知 量 " 不 再 是 数 ,而 是 函数 . 稍 后 (第 IY 和 车 项 ) 我 们 要 谈 到 
这 种 方程 的 最 早 类 型 , 即 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 . 


仙 ” 不 同 的 作者 按照 他 们 各 自 关 于 这 种 概率 的 概念 ,可 能 对 同一 事 
件 给 出 不 同 的 概率 慎 . 
区 整个 集合 的 测度 必须 等 于 1, 而 空 集 的 测度 必须 等 于 0. 
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当 并 蒜 学 :其 了 天 二 次 提 的 允 


在 20 世纪 初期 , 随 着 度量 空间 观念 ($3,E) 的 出 现 , 下 面 
的 想法 变 得 平常 : 正如 具有 = 个 末 知 将 的 代数 方程 组 的 解 可 
以 看 作 R” 中 的 点 (或 向 量 ), 作 为 落 数 方程 的 解 的 落 数 也 可 看 
作 茶 个 度量 空间 中 的 点 ,为 能 使 用 这 类 语言 ,我 们 必须 说 明 两 个 
销 数 之 间 的 距离 (§3,E) 是 什么 ;很 快 就 清楚 .定义 这 样 的 概念 
有 许多 不 同 的 途径 (附录 4). 

一 当 这 样 定 义 “ 画 数 空间 " ,下 一 步 就 是 考虑 函数 空间 五 到 
一 个 空间 玉 的 某 个 映射 (§3,8B), 它 常 称 为 算 子 .类 似 于 实 变 量 
的 实 值 范 数 , 算 子 能 以 各 种 方式 组 织 起 来 (8 1,C) ,因而 能 构成 
群 和 和 环 ; 还 有 可 能 定义 关于 算 子 的 积分 ,等 等 .经 典 物理 学 已 能 
应 用 这 些 ` 抽 锭 "理论 { 第 他 项 ), 随 着 量子 力学 的 发 展 , 这 些 理论 
变 得 十分 重要 ,在 量子 力学 中 ,物理 量 (位 置 .动量 .能量 等 等 ) 解 
释 为 希 尔 伯 特 空间 上 的 算 子 . 

我 们 出 必须 提 到 正在 迅猛 发 展 的 最 做 控 制 理论 , 它 是 变 分 
法 的 现代 形式 , 它 的 所 有 研究 都 在 函数 空间 中 进行 . 


迎 ) 交 撞 调和 分 析 

这 一 理论 的 来 源 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 张 紧 的 驼 振 动 发 出 
的 声音 可 “分 解 ” 为 一 个 " 基 音 "的 “泛音 "这 个 发 现 , 其 数学 理论 
起 源 于 18 世纪 . 它 的 主要 因素 是 把 周期 函 教 f( 即 对 每 个 xER 
满足 Axz+2r)= 天 xz) 的 画 数 ) “分解 "为 "简单 "周期 函数 

neosf nx + 0 ) 

之 和 .这 种 分 解 一 般 依 有 无 穷 多 项 , 即 它 是 一 个 级 数 . 这 方面 的 
深入 研究 由 傅 里 叶 于 1807 年 开始 , 山 后 从 未 间断 地 吸引 着 分 析 
学 者 .并 在 物理 学 中 有 无 数 应 用 (附录 5). 

紧 拨 傅 里 时 级 数 ", 傅 里 叶 通 过 创造 所 谓 “ 傅 里 叶 变 搞 ” 扩 
展 了 他 的 研究 范围 ,这 种 变换 是 算 子 (第 黑 项 ) 的 最 早 例 子 , 它 建 
立定 儿 于 民 上 的 实 值 沙 数 (一 般 不 是 局 期 的 ) 与 另 一 也 是 定 
义 于 及 上 土 的 钵 数 之 间 的 对 应 , 这 种 算 子 及 其 推广 在 偏 微 妆 方程 
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(第 多 项 )、 数 学 物理 和 概率 论 中 是 非常 有 用 的 工具 .最 近 注 意 


到 ,在 这 种 理论 同 可 度量 化 交换 群 ( $3,F) 理 论 之 间 有 着 紧密 
联系 ,而 调和 分 析 已 占领 了 代数 数论 (第 好 项 ). 


XV》 微分 方程 

从 18 世纪 以 来 , 除 极 少 数 情形 外 ,并 不 知道 如 何 显 式 地 写 
出 微分 方程 的 解 和 .除了 由 驴 或 杆 的 振动 问题 引起 的 方程 外 ,在 
很 长 时 间 中 微分 方程 组 的 一 般 理论 限于 依据 所 给 方程 在 一 个 点 
的 邻 域内 的 性 态 ,对 解 进行 局 部 研究 .是 庞 加 菜 于 1880 年 开始 
首先 成 功 地 得 到 涉及 解 ( 它 常 称 为 轨道, 因为 自 变 量 ; 常 被 同化 
为 "时间") 的 整体 的 定理 . 如今 这 种 理论 界定 为 动力 系统 理论 ， 
当然 它 在 力学 和 天 文学 中 有 众多 应 用 . 它 在 19 世纪 得 到 巨大 扩 
展 , 在 其 发 展 进程 中 越 来 越 同 代数 拓扑 (也 是 由 庞 加 莱 使 用 的 ) 
和 测度 论 ( 在 来 自 物理 学 的 称 为 “遍历 的 "问题 中 ) 紧 密 相 联 . 


I)》 访 机 分 方程 

最 早 一 批 偏 微分 方程 与 微分 几何 学 { 第 更 项 ?和 物理 学 问 
题 相 联系 ,出 现 于 18 世纪 . 但 由 于 缺乏 人 台 送 的 数学 工具 ,19 世 
纪 前 不 可 能 对 其 一 般 理论 开始 进行 研究 .开始 时 设想 , 当 从 一 个 
目 变 量 转向 几 个 自 变 量 时 ,用 于 研究 常 微分 方程 的 方法 易于 推 
广 到 研究 篇 微分 方程 .但 很 快 认识 到 ,两 种 理论 之 间 的 相似 性 是 
非常 表面 的 , 申 偏 微分 方程 提出 的 问题 需要 完全 新 的 探索 方法 ， 
其 研究 有 时 导致 惊人 的 结果 ,例如 1956 年 发 现存 在 没有 和 解 的 偏 
微分 方程 . 自 1950 年 以 来 ,从 旋 函 分 析 和 傅 里 叶 变 换 { 第 四 项 ) 
理论 发 据 的 新 概念 使 偏 微分 方程 理论 有 可 能 出 现 令 人 惊异 的 新 
转折 , 它 现在 正 全 速 扩 展 ,并 且 仍 然 与 物理 应 用 紧密 相 联 . 


QD ” 刘 维 尔 能 证 明 , 诸 如 xy' = e= 这 样 只 出 现 * 初 等 "函数 的 微分 方 
程 ,其 解 却 不 是 "初等 "两 数 . 
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乌 ) 徽 分 几何 学 

从 17 世纪 起 ,数学 家 们 把 微分 学 应 用 于 斌 究 平 面 曲线 的 局 
部 性 质 ,诸如 确定 一 点 处 的 切线 ,确定 拐点 和 过 重点 , 定 交 曲率 ， 
这 些 结果 在 18 所 纪 推 广 到 空间 曲线 和 曲面 .然后 歼 曼 于 1854 年 
大 胆 地 使 任何 维 数 的 “ 流 形 "概念 化 ,并 对 它们 定义 作为 星 先 概念 
推广 的 微分 概念 ,尽管 它们 已 不 再 像 曲线 或 曲面 那样 能 由 “具体 
形象 给 出 . 歼 昌 的 继承 者 可 观 地 发 展 了 他 的 想法 ,并 以 司 代 数 拓 
扑 较 前 更 加 密切 的 联系 着 手 研 究 整 林 问 题 .这 一 看 来 远离 自然 科 
学 的 理论 ,在 广义 相对 论 和 宇宙 论 (在 这 些 理论 中 4 维 或 更 高 维 
空间 的 观念 起 着 基本 作用 ) 中 具有 完全 意 想 不 到 的 频 用 . 


再) 解析 见 何 学 
19 世纪 末期 , 当 数 学 家 和 们 希望 把 柯 西 、 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 
斯 得 到 的 关于 单 复 变 恒 解 析 函 数 的 深刻 结果 推广 到 多 复 变 量 解 


析 函 数 时 ,他 们 遭遇 到 始 料 未 及 的 困难 . 直到 20 世纪 中 期 ,部 分 


站 


由 于 使 用 来 自 代数 拓扑 的 新 概念 {“ 层 上 同调"), 这 些 困 难 才 得 
以 克服 .从 那 时 以 来 ,多 复 变 量 解 析 函 数论 也 出 现 了 更 加 几何 化 
的 转变 ,更 加 接近 代数 几何 . 必须 蜂 挨 "代数 黎 " 研 究 “ 解 析 艇 ”; 
侧 如 ,两 个 复 变 量 的 方程 

Flx,y)}=0 
{其 中 下 不 再 是 一 个 多项式 而 是 一 个 解析 孙 数 ) 定 义 一 条 “解析 
曲线 ”. 因此 如 今 把 多 复 变 量 函 数论 称 为 解析 多 何 学 T. 


好 ) 村 群 
由 S 李 以 “连续 群 《《$3,F) 名 称 引进 的 可 度量 化 群 在 很 长 


出 从 1 世纪 末 以 后 ,解析 几何 "一 词 用 来 指 坐 标 方法 用 于 欧 拖 里 
得 几 位 .如今 除 初 等 教育 外 已 不 再 这 样 使 用 这 一 和 名词 . 
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时 间 内 在 其 他 所 有 数学 理论 中 占有 边际 位 置 . 由 于 卫 ' 嘉 当 和 
H: 外 尔 于 1910 至 1930 年 间 所 做 的 工作 ,数学 家 们 开始 意识 到 
它们 在 微分 几何 中 的 重要 性 .以 后 它们 可 以 应 用 的 范围 不 断 扩 
大 ,如 今 它 已 遍及 整个 数学 ,从 “抽象 " 群 论 和 数论 一 直到 “基本 
外 村 物理 的 数学 模型 .由 再" 席 加 莱 开 创 的 自 秆 玫 数 论 在 这 个 
科目 中 占有 中 心地 位 . 


YX) 民 数 几何 学 

虽然 古 希 腊 人 已 研究 过 某 些 代数 曲线 和 代数 曲面 ,然而 直 
到 笛 卡 儿 和 费 马 发 明 坐 标 方 法 后 ,这 些 对 象 的 一 般 研 究 才 得 以 
展开 . 19 地 纪 以 来 , 复 值 坐 标 和 “射影 "概念 的 引进 给 予 较 少 依 


束 于 使 用 坐标 的 想法 以 新 的 生命 . 这些 想法 取得 了 引 人 人 注目 的 [172] 


成 就 ,使 其 理论 在 数学 家 中 十 分 流行 ,同时 获 曼 通过 他 关于 代数 
隙 数 的 深刻 结果 ,使 代数 几何 学 回 到 同 复 变量 解析 函数 论 和 辐 
拓扑 学 的 联系 上 . 这些 联 结 比 过 去 产生 了 更 包 成 果 , 介 从 大 的 
1930 年 起 ,能 几乎 全 部 把 使 用 分 析 的 证 明代 之 以 仅 依 杭 于 交换 
代数 的 另外 的 证 明 . 它 为 这 一 理论 带 来 巨大 扩展 ,并 使 它 接 近 数 
论 ,并 为 在 这 两 种 理论 中 同样 有 用 的 问题 提供 想法 . 


好) 数论 . 

无 疑 这 是 最 古老 的 数学 理论 ,而 对 很 多 数学 家 它 仍然 
是 一 一 引用 高 斯 的 话 一 一 “数学 的 女皇 ”数论 中 的 问题 ,由 于 它 
们 在 陈述 时 明显 而 又 简单 ,而 为 解决 它们 又 必须 克服 极 大 的 困 
难 (参见 第 四 章 ) ,因而 总 使 研究 者 闭 迷 . 它 总 是 成 功 地 求助 代数 
和 分 析 ,如 今 又 求助 拓扑 学 . 它 被 认为 是 “最 纯粹 的 "数学 学 科 ， 
然而 最近 开始 有 某 些 应 用 . 


B. 专 才 和 通才 
一 个 在 大 学 学 习 了 三 四 年 获得 了 必 不 可 少 基础 知识 的 年 青 . 
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站 代 概 学 ;入 了 人 类 心 暂 的 东兴 


数学 工作 者 ,如果 和 希望 成 为 上 面 列 举 的 21 个 领域 中 某 个 领域 的 
专家 ,仍然 必须 研读 许多 书籍 和 大 量 论文 ,才能 使 自己 与 所 选 领 
域 中 的 技巧 和 问题 并 肩 前 进 . 因 此 大 多 数 数 学 家 终 其 一 生 限 于 
这 些 理论 中 的 菜 一 项 ,其 至 某 一 -理论 众多 方面 的 一 个 方面 ,就 毫 
不 足 怪 . 某 些 数 学 家 通过 拓 广 已 知 的 技巧 使 之 超越 前 人 所 能 做 
到 的 程度 ,设法 使 这 些 技巧 获得 足够 的 威力 以 超越 他 们 的 前 辈 
末 能 越过 的 障碍 ;这 些 估 可比 作战 术 家 ,他们 以 凶狠 的 搏斗 攻克 
坚 男 设防 的 堡垒, 但 是 也 会 有 几 位 富有 才智 的 人 物 ,他 们 能 精 通 
看 起 来 相距 静 远 的 几 个 领域 ,而 且 能 洞察 把 一 个 领域 的 结果 用 
于 解 岂 男 一 领域 中 间 题 的 道路 ;他 们 就 像 战 略 家 ,和 洗 着 聪明 的 计 
谋 刀 平 毫 不 费劲 地 把 号 称 不 可 攻破 的 阵地 夷 为 平地 ,最 近 的 一 
个 例证 是 这 方面 的 典型 :通过 运用 某 些 直 接 洪 生 于 基本 粒子 物 
理学 的 偏 微 分 方程 的 性 质 ,年 青 的 英国 数学 家 S. 良 纳 逊 找到 了 
关于 4 维 微分 流 形 拓 扑 间 题 的 答案 ;这 些 问题 曾经 难 倒 这 方面 
的 专家 ,他们 从 未 想象 到 有 可 能 以 这 种 方法 处 理 它 们 ， 

在 最 近 40 年 中 ,几乎 每 年 总 有 新 人 来 临 , 他 们 那样 成 功 地 
攻克 了 几 十 年 中 来 能 解 奖 的 问题 . 没有 任何 理由 认为 不 断 涌 现 
天 才 的 潮流 注定 会 干 润 ,任何 时 代数 学 都 不 像 我 们 这 个 时 代 这 
样 繁荣 昌盛 . 


C， 数 学 理论 的 演变 


热 知 在 自然 科学 中 ,观察 和 实验 组 织 为 阐释 体系 (“ 理 论 ”)， 
它 从 少数 多 少 易于 观察 的 实体 以 及 认定 能 描述 这 些 实 体 的 行为 
的 定律 (例如 关于 “质点 ”力学 的 牛顿 定律 ) 出 发 ,逻辑 地 推导 出 
所 观察 的 现象 将 如 何 展开 . 理论 与 观察 之 间 的 对 应 总 会 被 误差 
直 污 ,误差 可 能 来 自 测量 仪器 不 够 精确 . 只 要 它们 不 太 严 重 ,就 
可 相安 无 事 .但 是 , 当 误 差 如 此 巨大 以 致 理论 不 再 能 解释 实体 行 
为 时 ,已 有 的 理论 就 必须 加 以 修正 ,如 果 有 必要 ,就 得 完全 推翻 
它 的 基础 .如 所 周知 ,在 过 去 8 年 中 ,这 样 做 过 若干 次 . 


数学 的 情形 完全 不 是 这 样 .一 旦 某 个 公理 系统 中 的 一 条 是 
理 其 证 明 被 公认 为 正确 , 它 就 不 会 再 带 来 疑问 : 欧 几 里 得 的 定理 
在 今天 确实 有 效 ,就 如 同 2300 年 前 一 样 . 这 是 否 意 味 着 数学 没 
有 演变 ? 本 章 和 上 章 所 说 的 一 切 表明 情况 正好 相反 .然而 这 种 
演变 并 不 仅仅 在 于 新 定理 的 积累 ;因为 新 定理 并 不 是 简单 地 添 
加 在 旧 定 理 上 ,而 是 吸收 旧 定 理 , 把 它们 转变 为 “推论 ", 有 时 最 
后 甚至 除了 历史 学 家 会 提 到 外 ,再 也 不 会 有 人 明显 地 谈 到 它们 
甚至 定理 的 表述 也 会 完全 改变 .例如 ,作为 古 希 腊 数 学 地 峰 的 关 
于 正 多 边 形 的 描述 ,如 今 表 达 为 3 维 空间 位 移 群 的 有 限 子 群 的 
描述 ( §2,B), 其 他 的 转变 或 许 显 得 更 加 奇特 ， 一 个 公理 系统 


被 男 一 个 “等 价 的 ”系统 代替 ;一 个 陈述 ,在 旧 系 统 中 是 一 条 定 [174] 


理 , 在 新 系统 中 却 变 成 一 条 公理 ,而 旧 的 公理 则 变 成 定理 所， 

因此 ,两 代 之 间 发 生 的 数学 概念 改变 是 一 种 重新 组 织 , 它 关 
注 新 增添 的 内 容 及 其 与 旧 定 理 的 关系 .自从 欧 几 里 得 起 ,这 种 变 
化 总 是 在 系统 阐释 的 著作 中 得 到 巩固 .从 19 世纪 初时 开始 ,这 
种 著作 主要 是 供 不 同 水 平 大 学 生 使 用 的 教科 书 . 科学 史 专 家 通 
过 比较 这 种 著作 ,可 以 了 解 某 个 时 代数 学 界 成 员 的 思考 方法 ,而 
不 只 是 主导 那个 时 代 的 天 才 的 想法 .天 才 的 层 想 几乎 总 是 超越 
他 的 同时 代 人 ,预言 下 一 代 会 普遍 接受 的 观念 .现在 数学 理论 是 
按 刻 画 它 们 的 结构 分 为 一 些 如 上 面 所 列举 的 粗略 的 范畴 来 详尽 
阐述 的 ,不 过 这 样 做 只 不 过 约 有 了 0 年 ,而 从 历史 上 看 ,正如 我 们 
试图 表明 的 ,关于 这 些 结构 的 概念 及 其 运用 要 追 潮 到 19 世纪 和 
20 世纪 前 三 分 之 一 年 代 . 

如 果 说 从 16 世纪 以 来 数学 以 前 所 未 有 的 速度 持续 不 断 地 
前 进 ,那么 首先 应 归功 于 数学 家 从 不 间断 地 提出 各 种 各 样 的 问 


D ”两 个 公理 系统 是 等 价 的 ,如 果 从 其 中 之 一 推导 出 来 的 全 部 定理 
也 能 从 另 一 个 推导 出 来 . 
地 ”车 些 性 格 保守 的 数学 家 从 未 储 止 反对 这 种 做 法 . 
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题 . 希 尔 伯 特 说 :“ 只 要 一 门 科学 提供 大 量 问 题 , 它 就 是 鲜 话 的 . 
缺少 问题 意味 着 它 的 死亡 或 停止 发 展 .… 

对 于 A 中 列举 的 大 部 分 分 支 ,从 它们 存在 之 日 起 ,与 其 发 
展 须 中 不 可 或 离 的 问题 之 流 从 未 干 调 过 ,不 管 它们 是 数学 应 用 
提出 的 问题 ,还 是 像 我 们 在 第 四 章 中 举 过 岗子 的 来 自 数学 “内 
部 "进化 的 问题 . 

但 是 也 有 一 些 例外 .我 们 在 本 章 开头 所 指出 的 分 析 进 展 中 于 
1785 至 1795 年 间 出 现 的 音 怪 的 空 档 ,或 许 是 由 于 感到 设 有 能 力 
处 理 当 时 出 现 的 物理 问题 .解决 这 些 问题 需要 发 明 新 的 方法 . 

丸 一 个 在 光辉 灿烂 的 党 荣 后 衰落 随 之 而 来 的 例子 是 位 于 化 
数 与 代数 几何 交界 外 的 不 变 醒 理论 .在 半 个 世纪 (1840 一 1890) 
的 大 量 论 著 以 它 为 主题 之 后 , 它 所 提出 的 最 重要 问题 为 希 尔 柏 
特 全 部 解决 ,由 于 缺乏 新 间 题 ,这 一 理论 休眠 了 5 年 .只 是 到 了 
最 近 , 由 于 它 同 李 群 论 { 第 焉 项 ) 和 代数 几何 中 黎 曼 “和 参 模 "理论 
《8 4,C) 的 联系 ,这 方面 的 研究 积极 人 性 才 又 极 大 地 进发 出 来 . 

我 们 多 次 强调 ,数学 的 进步 可 能 源 自 表面 上 十 分 不 同 的 理 
论 汇 合 于 一 个 问题 ;然而 也 能 出 现 分 北 的 现象 .例如 ,我 们 谈 到 
过 一 般 插 扑 学 (第 玖 项 ?诞生 的 动力 是 为 更 有 效 地 处 理 泛 函 分 析 
中 的 问题 握 供 结构 .有 可 能 如 同 哈密 顿 所 做 的 那样 4 8 2,D), 改 
变 这 些 结构 的 公理 ,研究 由 此 得 到 的 新 结构 的 性 质 . 但 除了 极 少 
数 情形 外 ,它们 在 研究 算 子 或 函数 方程 中 没有 进一步 的 应 用 ,以 
致 最 后 结果 是 它们 成 为 数学 中 两 个 不 再 相互 核 触 的 领域 . 同样 
情形 出 现 于 代数 学 中 ,对 于 它 作为 “消费 者 "的 理论 主要 是 代数 
包 向 学 、. 李 和 群 论 和 数论 ,而 属于 第 如 和 而 两 项 的 许多 研究 倾向 于 
分 型 ,达到 几乎 完全 分 离 的 程度 .并 不 是 每 个 人 都 享受 得 到 哈密 
顿 { 吴 后 ) 的 幸运 . 


1， 直 党 与 结构 


所 有 伟大 的 数学 家 在 谈 到 他 们 的 工作 时 都 乐于 坚持 在 其 研 
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究 中 起 作用 的 且 他 们 通常 称 为 的 "直觉 "0, 未 被 传授 现代 数学 


知识 的 人 可 能 会 深 感 奇怪 : 如 果 他 打开 今日 的 一 本 数学 书 , 那 
么 除了 成 百 上 于 的 引 理 、 公 式 、 定 理 和 推论 外 ,他 会 什么 别 的 都 
看 不 到 ;而 这 些 东 西 勾 按 残 酷 无 情 的 逻辑 规则 以 复 淋 的 方式 联 
结 起 来 ,与 之 有 关 的 是 在 我 们 的 感觉 世界 中 没有 任何 “形象 ”的 
数学 对 象 .我 认识 一 些 老 数学 家 ,他 们 无 可 争辩 地 是 经 典 分 析 的 
大 师 ,但 不 能 想象 他 们 的 年 青 一 辈 如 何 能 在 “抽象 "的 大 海中 应 
付 裕 如 .这些 年 青 人 乐意 把 他 们 的 推理 方式 比 作 机 器 运转 ,他 们 
操纵 公式 而 不 试图 理解 这 些 公式 ， 

我 相信 和 真理 不 能 再 前 进 半 步 ;但 是 显然 我 们 一 定 不 能 在 通 
常 意义 下 理解 "直觉 "这 个 词 .困难 在 于 ,数学 家 所 说 的 “直觉 ”， 
是 一 种 难以 言传 的 完全 个 性 化 的 心理 体验 ;而 且 有 充分 理由 认 
为 两 位 数学 家 的 "直觉 "往往 大 相 径 庭 . 

然而 ,指出 这 些 心理 体验 的 某 些 我 认为 是 相当 普遍 的 特征 ， 
尽管 它们 主要 关于 我 个 人 的 回忆 ,或 许 并 非 全 是 患 纪 的 目标 . 首 
先 , 当 你 开始 对 在 此 之 前 你 一 无 所 知 的 一 种 理论 感到 兴趣 时 ,你 
对 它 吉 无 直 觉 ,尽管 你 能 一 步 一 步 地 验证 属于 这 一 理论 的 全 部 
定理 .你 提出 稍 后 看 会 是 夸 不 可 及 的 同 题 ,你 完全 不 能 用 你 自己 
的 类 似 于 你 读 到 的 论证 来 思考 .然后 ,如 果 你 坚持 下 去 ,面纱 就 
会 一 点 一 点 地 揭 开 , 你 开始 理解 对 这 一 理论 作出 贡献 的 数学 家 
为 什么 沿 这 条 途径 而 不 沿 另 一 途径 前 进 . 你 对 该 理论 所 讨论 的 
对 象 热 悉 起 来 ,你 认识 到 它们 有 “自然 的 "行为 方式 ,必须 仔细 不 
要 去 弄 乱 中. 正 有 基 在 这 个 时 刻 ,你 或 许 会 幸运 地 邂逅 以 前 所 没有 


(DD 淮 格 鲁 一 撤 克 迁 人 更 喜欢 用 “洞察 力 "(insight) 这 个 词 , 它 或 许 比 
共有 神秘 气氛 的 词 更 合适 . 
加 ”全 如 , 当 两 个 结构 为 同 构 ( 8$4,A) 时 ,可 能 存在 从 其 中 一 个 结构 
到 另 一 个 的 蘑 些 同 构 ,它们 比 曙 的 同 构 更 “自然 ”. 使 得 这 个 多 少 有 点 模 焕 
的 想法 精确 化 的 尝试 导 致 熙 子 "概念 . 
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一 具有 更 神奇 性 质 的 “六 茨 厦 ", 它 是 富有 成 果 的 应 用 的 源 果 ,而 
没有 几何 语言 很 可 能 根本 想 不 出 它 ， 

困 此 很 容易 理解 ,数学 家 如 此 欣赏 这 种 语言 的 优点 ,以致 要 
不 了 多 丸 他 们 就 能 很 好 地 超越 这 些 最 初 推广 的 界限 .经 典 线性 
代数 处 理 数 组 ( § 1,B) 和 短 阵 ( $2,B), 而 在 几何 语言 中 它们 成 
为 癌 量 和 线性 映射 .然而 ,现在 这 种 语言 已 扩张 到 这 种 程度 ,其 
中 找 蔡 数 的 “标量 "是 任何 域 甚至 任何 环 ($3,CE) 的 元 素 , 它 
具有 使 得 论证 比较 简短 的 功效 ,以 致 如 今 当 我 们 而 临 例如 线性 
代数 的 最 新 推广 同调 代数 (5$5,&A, 硕 ) 时 ,甚至 不 能 看 出 没 
有 这 种 “空间 "语言 怎么 能 进行 下 去 . 

通过 引进 由 系数 取 自 任 一 域 的 方程 定义 的 艇 的 研究 , 间 时 
保留 该 域 为 实数 或 复数 域 情形 沿袭 下 来 的 语言 ,经 典 代数 几何 
以 间 样 方式 得 到 推广 .每 逢 能 不 用 分 析 构 造 证 明 时 ,这 样 做 总 是 
可 能 的 . 

几何 语言 也 在 另外 方向 上 推广 .我 们 解释 过 (85,A, 戎 )》 
英 数 如 何 变 得 可 以 说 成 函数 空间 中 的 “点 ". 这 种 几何 语言 导 
致 出 人 意料 的 富有 成 果 的 联系 .例如 ,位 势 理论 中 一 个 困难 的 
经 典 问 题 一 一 狄 里 克 雷 问题 ” ,解释 成 到 直线 或 平 而 上 的 正 
交 投 影 这 个 经 典 几 和 何 算 子 在 适当 的 “ 希 尔 伯 特 空间 ”中 的 挫 
广 , 但 这 还 不 是 这 种 通 向 “拓扑 ”概念 的 新 一 阵 进攻 的 终点 , 它 
们 甚至 还 侵入 数论 ,在 那里 我 们 如 果 能 使 自己 处 于 一 个 点 的 
邻 域 中 ,就 能 谈论 “局 部 "性 质 . 这 样 我 们 看 到 ,现在 可 以 毫 不 
犹 隔 地 肯定 ,几何 精神 比 以 往 任 何 时 钼 更 强烈 地 支配 着 整个 
数学 驱 体 ， 

我 们 强调 过 这 种 观念 “转移 "来 自 基 础 教育 中 得 到 训练 的 几 
何 推 理 , 因 为 它 无 疑 是 最 引人入胜 和 最 广泛 的 ,然而 ,也 有 许多 
来 自 代数 .分 析 或 数论 的 类 似 的 转移 .这 是 当代 数学 的 主导 特 
[180] 征 一 一 统一 性 (对 此 不 能 强调 过 分 ) 的 标志 . 
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TO ET ee er pp rp pp A ee rr 


尽管 它 已 不 再 涉及 可 感知 的 现实 性 .这样 , 我 们 谈论 “n 维 空间 


中 的 点 来 代替 n 个 数 的 数组 (§ 1,B) ,谈论 " 超 平 面 来 指明 满 
足 线性 方程 
本 1 了 1 十 站 242 二 十 在 十 下 二 站 

的 ”点 《alyaa azn) 的 集合 ,其 中 系数 at1<j sz) 是 实 的 且 
不 全 为 零 ;等 等 .对 于 力学 中 提出 的 问题 ,变量 一 般 还 有 一 些 关 
系 联系 起 来 ,于 是 我 们 必须 只 考点 位 于 满足 这 些 关 系 的 子 集 上 
的 点 Cul 42，,… ;tn) 这样 的 子 集 通 常 称 为 “篇 ”, 如 果 有 p 个 关 
系 , 则 一 般 称 该 艇 是 “n ~- p 维 ” 的 了 了. 

这 样 ,从 19 世纪 后 期 起 ,早先 局 限于 通常 3 维 空 间 的 代数 
几何 和 微分 几何 的 研究 扩充 到 容 销 任何 维 数 的 往 和 流 形 ; 面 从 
庞 加 莱 时 代 开 始 ,就 认为 复 和 党 形 构成 数学 分 析 必 须发 展 的 领 
域 ( 它 也 称 为 "整体 分 析 ”) , 经 验证 明 ,3 维 几 和 何 中 的 许 铬 铺 果 在 
这 个 扩充 了 的 框架 中 有 "自然 的 "推广 . 举 一 个 简单 但 多 少 有 点 
生硬 的 例子 :通常 空间 中 一 条 直线 与 一 张 曲面 “-- 般 ”相交 于 一 
个 点 有 如 下 推广 : 在 m 维 空间 中 一 个 P 维 秘 与 一 个 np 维 复 
想必 有 “一般 "由 孤立 点 组 成 的 交 , 这 种 由 语言 相似 性 指引 的 从 
通常 的 “几何 直观 ”到 新 的 “抽象 直观 ”的 转移 已 被 证 明 具 有 相当 
大 的 功效 ,不 去 使 用 会 是 很 可 惜 的 ,用 几何 语言 代替 代数 语言 几 
乎 总 能 微 到 相当 的 简化 ,并 使 掩埋 在 一 大 堆 惜 综 复杂 计算 中 未 
拭 觉 察 的 性 质 显现 出 来 ， 

当 线 性 规划 和 最 优化 数学 模型 中 出 现 的 不 等 式 用 多 维 空间 
中 凸 集 性 质 解 释 时 ,这 种 模型 就 易于 理解 并 能 处 理 得 好 得 包 . 半 
单 李 群 的 分 类 最 初 是 用 大 量 行列 式 计算 来 向 的 ,现在 则 基于 几 
合格 局 一 一 外 和 尔 房 "的 研究 , 它 的 神奇 性 质 使 经 典 几何 学 中 最 
优美 的 结果 都 显得 瞳 谈 失色 .从 这 种 格局 出 发 ,最 近 还 发 明了 另 


”当然 这 种 语言 并 不 改变 定理 的 实质 ,它们 总 得 通过 代数 演算 来 
证 明 , 新 前 语言 于 多 提 殿 较 简 短 和 较 有 表现 力 的 陈述 . 
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的 一 条 新 定理 或 一 种 新 方法 “直觉 "来 到 ,但 光 秘 直觉 不 够 : 你 


所 罕见 的 证 明 必 须 遵 守 铁 面 无 私 的 逻辑 规则 ,它们 必须 主宰 证 
明 的 各 个 部 分 .这 是 痛苦 的 劳动 ,肯定 不 时 遇 到 未 曾 料 想 和 令 人 
诅 玄 的 挫折 ， 

当 他 们 处 理 的 概念 完全 没有 感官 可 以 感知 的 “形象 "时 , 当 
代数 学 家 怎样 能 够 从 事 这 种 新 发 现 的 探索 ”无 疑 情 形 在 各 个 时 
代 都 相同 ,就 像 我 们 在 例如 哈密 顿 那里 (§2,D) 看 到 的 那样 .我 
相信 这 些 数学 家 为 自己 创设 了 这 些 数 学 对 得 的 纯 凌 访 智 的 、 不 
可 言传 的 形象 .精确 表述 定义 这 些 对 象 的 公理 可 能 有 助 于 形成 
这 些 形象 ,这 是 由 于 这 种 表述 消除 了 可 能 在 这 些 对 象 的 结构 的 
各 种 应 用 中 附加 到 对 象 上 的 所 有 不 必要 的 特殊 性 质 ; 尽 管 看 起 
来 这 荐 月 相 地 盾 , 其 实 抽象 有 助 于 形成 “直觉 "而 不 是 使 它 次 
疯 . 

我 觉得 ,其 至 更 加 富有 成 果 的 是 可 以 称 之 为 直觉 转移 的 过 
程 .正如 我 们 几 欣 提 到 过 的 ,单个 结构 (例如 向 量 空间 结构 ( § 3， 
F)) 在 一 些 定理 中 都 被 发 现 . 每 一 次 该 结构 都 间 另 一 结构 中 不 
能 出 现 的 理论 的 特殊 性 质 相 联 结 .必要 时 适当 妖 改 后 一 结构 的 
语言 ,可 能 发 生 也 把 前 者 的 特殊 性 质 带 给 后 者 的 情形 ,有 了 时 这 就 
能 产生 新 的 非常 丰富 的 "直觉 ”. 

这 类 转移 的 典型 例子 是 几何 语言 传播 到 整个 数学 .在 笛 卡 
儿 和 费 马 发 明 把 几何 问题 归结 为 代数 问题 的 坐标 方法 ( 见 第 三 
章 , 和 8) 之 后 不 久 ,就 注意 到 反 过 来 ,涉及 变量 不 多 于 2 或 3 个 
的 代数 问题 ,如 果 把 变量 看 作 点 的 坐标 ,那么 它 也 能 解释 为 与 之 
等 价 的 几何 问题 .这 种 翻译 能 强烈 地 抓 住 从 几何 经 验 中 汲取 的 
直觉 ,可 以 用 来 指引 问题 的 解决 的 直觉 

可 异 , 当 变量 数目 超过 3 时 ,这 一 几何 解释 就 不 再 出 现 .而 
从 18 世纪 起 ,尤其 在 力学 和 天 文学 中 ,这 个 数目 (所 研究 的 系统 
的 “自由 度数 ) 可 以 任意 地 大 .从 19 世纪 中 叶 以 来 ,数学 家 们 决 
定 使 用 从 经 典 几何 郑 里 复制 过 来 的 习 虱 语言 来 处 理 这 些 问 题 ， 
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1， 四 次 方程 的 解 
如 果 E 和 3 开 寺 是 方程 


tt at + Gt ~ Gat + 94=0 
的 根 , 则 我 们 已 着 到 ( § 1,D),s1 = zlxz2 + xX3%4; 52 = XIX3 + YX2X4 
和 ss3= xix4+ 343 基 3 次 方程 
bes+ bt -bs3=0 
的 根 ,其 中 5 = a2,52= aia3s--4ad53 是 41,42,03;, a4 的 一 个 多 
项 式 , 我 们 不 予 写 出 .为 计算 x ,x2, 我 们 来 计算 *; + x2 和 x1x2. 
首先 ,x1xz+ 344 二 31;XI1X2X3%4 二 04; 因 此 xix2 是 方程 
tat+a4=0 (1) 
的 一 个 根 . 上 
其 次 ,让 我 们 考虑 多 项 式 
Yl=%1+t m2 R34 4 
由 于 x+ x+ x4+ x4= gf 一 24;3, 我 们 有 
yi=af-2a2+2(81- 52 83) = af ~ 4a2+ 4s1, 
于 是 yi 可 通过 取 平 方 根 得 到 ， 
最 后 ,由 于 x1+x2+x3+x4= &1; 我 们 有 


x1+%2= 方 (a1+ yi). 
如果 a 是 (1) 的 一 个 根 , 则 xi ,xs 是 
- 2 了 (al+yD)t+a=g 
的 根 . 于 是 有 x3x4=s1- cyx3+z4=(el- yl2, 从 而 xxy 是 
ta yttsi~a=0 
的 报 . 
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内 代数 学 ;为 了 人 类 心 换 的 菜 如 


2. 关于 群 与 代数 方程 之 解 的 补 注 


aA,， 对 称 群 瑟 ， 


设 王 ,下 都 是 有 nm 个 元 素 的 有 限 集 ,通过 对 rn 进行 归纳 推 
-181] 理 可 知 一 一 映射 fF 一 下 ( 4, 六 ) 的 数目 等 于 n1. 事 实 上 , 设 4a 
是 EE 的 一 个 元 素 ,5b 是 下 的 任 一 元 素 , 则 O 对 从 上 Vial 到 下 
1 上 的 每 个 一 一 晓 射 g, 恰 对 应 出 五 到 严 上 的 一 个 一 一 映射 
让 使 对 xEE\ia|l 有 f(x)=g(x), 且 f(a)=5. 由 归纳 法 假 
设 , 这 给 出 (nn -1)!1 个 一 一 映射 .由 于 下 中 选取 5b 有 n 种 方法 ， 
泵 按 阶 乘 定义 从 到 下 上 的 一 一 映射 个 数 为 na:{n -1)! = 
n1. 如 果 取 区 = 下 = 11,2,…,ni, 则 从 EE 到 其 自身 的 一 一 映射 
是 柯 丁 的“ 置换” ,而 其 数目 为 n1. 


B. 方程 的 你 罗 瓦 群 


与 其 前 人 相 比 ,人 其 罗 瓦 的 独创 性 在 于 对 每 小 没有 重 根 系数 
属于 的 任 一 子 域 (§3,C 膨 )K 的 方程 Pt) =0, 对 应 一 个 由 
置换 构成 的 群 ,通常 它 与 对 称 群 不 膨 . 设 z1,x，,…,z, 是 P(1)= 
0 的 不 同 的 根 , 因 之 

恶人 划一 an 一 321 一 2 一 二 
C 的 由 z1,z2,… ,zs 生成 的 (83,C 弄 ) 子 域 下 = 天 (zz 2)， 
称 为 P 的 根 域 .我 们 记得 E 的 元 素 是 系数 在 天 中 的 有 理 分 式 


RLzi,22,""*, zn) 

S{z1, 22.°"' zn) (1) 
的 值 ,其 中 S{z1s z2, ,2n) 沽 各 . 对 于 每 个 置换 杂居 各, ,假定 
Stola1) ,ete2) ,a (zn ))} 0, MU 数 


Riglzi)}, ol(s2) ,og (zs,)) (2) 
Stolz), otz2) ,ot(z,)) 


属于 E. 但 可 能 发 生 这 样 的 情形 :对 于 和 多项式 尺 , 有 
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Ri{zi, 2 ga) =0M Rotzr} ot), olan)) #0. 
满足 下 述 条 件 的 置换 cE 避 , 的 集合 6 称 为 方程 PC) =0 
【或 多 项 式 P ,或 域 玉 ) 的 人 如 罗 瓦 群 ;对 每 个 具有 性 质 R(z1, z2， 
,n= 人 0 的 针 硕 式 必 , 昼 有 Rgtzii),o(z) Ga) = 人 0. 
很 清楚 G 确 是 点。 的 子 群 ,因为 如 果 ,rz 属于 8, 则 由 5 的 定 
义 , 复 合 or 同样 属于 已. 
创 


取 久 = 介 , 考 庶 方 程 
t+—-2=0. (3) 
由 于 i= 《一 1)7=1, 故 此 方程 的 4 个 根 是 
z=42， z2=1 2, #4 二 -好 ， Z4 = -i 本 ， 
而 上 在 这 些 根 之 间 有 许多 有 理 系 数 多 项 式 关 系 ,例如 
2T22 一 324 =0. 
这 就 易于 给 出 名 。 中 的 置换 但 不 属于 相应 的 从 罗 瓦 群 6 的 例 
子 ,例如 循环 置换 (zz3z4)( 82,B) ,因为 ziz3- zt 二 人 
可 以 证 明 & 由 两 个 循环 署 换 
o = (gz1227324), T= (rz274) 
生成 ,o ,+t 满足 
gi=e, ri=e, or = wi. 
这 表明 群 6 不 是 交换 的 . 群 GE 有 8 个 元 素 , 邑 
e000 ,TT, To, To?, To. 


2 的 子 群 系 按 包含 关系 排序 ,可 由 图 表 (4) 容 易 地 描绘. 
6 8 阶 


fe mo, rc3 eo, 上 0 于 {e re el zo} 4 阶 


{e9 ~ ot) {e, rm) ferr) 2 阶 
J (4) 
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C， 徊 罗 瓦 群 和 自 同 构 群 


根 域 EF 的 伽 罗 瓦 群 C 运算 于 站 上 ( $3,F). 如 果 x 是 5 的 
元 素 (1), 则 go'x 是 元 素 (2). 当然 必须 验证 ,如 果 五 的 一 个 元 紊 
写成 两 种 方式 员 (2，za yz 3fziz ya) 只 ,5 是 不 同 
的 有 理 分 式 , 出 念 有 

足 ( (Cali olz2) IC 加 = 

Sl(ola1) ,olz2), ,0(z,)). 
但 这 等 价 于 ( 令 太 = 中 -5) 关 系 式 Htz1,z1,…' =0 芍 洱 天 
(otz1) ,olz2),"…',o(z4)) =0, 而 这 正 是 群 6 的 定义 . 显然 ex 
=x,kor)'x=oao*(r*x). 特 别 是 ,ss-1:(o.x}=e*x=x, 这 表明 
x gx 是 从 E 到 其 自身 上 的 一 个 一 一 映射 . 此 外 ,我 们 有 
ol(x+y)=o'x+tary,o"(xy)= (lax)(o'y); 换 言 之 ， 
x* 上 ax 是 从 域 E 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 , 这样 的 映射 称 为 
五 的 自 同 构 .人 怖 罗 瓦 理论 的 基本 定理 是 ,存在 从 G6 的 子 群 的 集 
合 到 5 的 子 域 的 集合 上 的 一 个 一 一 映射 ,使 得 所 琅 工 廊 吾 . 对 应 
于 C 的 子 群 晴 的 是 E 中 在 上 ## 的 作用 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 
工 , 而 对 应 于 子 域 工 的 是 C 中 使 得 上 的 每 个 元 素 不 变 的 置换 组 
成 的 子 群 吾 .如 果 严 雯 百 , 则 对 应 于 H' 的 子 域 L' 和 包含 工 .例如 ， 
对 于 方程 43) 的 根 域 瑟 , 瑟 的 子 域 的 下 列 图 表 (5) 对 应 于 其 罗 瓦 
群 的 子 群 的 图 表 (4)， 


_ 一 一 一 


-一 一 一 个人 一 一 
“i Q(i. V2) Qn) Qt- 门生) 


“a sn 
一 ~、 0 


E=OQU, w2) 


(5) 


D， 正规 子 群 和 单 群 


显然 首尔 当 是 第 一 位 使 用 “ 同 构 " 这 个 词 的 数学 家 .他 对 从 
群 6 到 群 6' 上 的 我 们 现在 称 为 的 “ 同 构 "使 用 “全 同 构 "这 个 词 . 
若 尔 当 还 引进 了 另 一 个 基本 机 念 .对 于 满足 下 询 条 件 的 映射 f: 
一 > G' ,他 使 用 " 亚 同 构 " 这 个 词 : 

1) 对 xECG,yYEGCG, 有 f(xy) = xr) ); 

2) 每 个 x'E€ 0G' 至 少 对 一 个 x 具有 f(x) 的 形式 .对 于 
情形 2) ,我 们 现在 称 是 满 射 且 写 为 

AG)= GG". 
只 满足 上 述 第 一 个 条 件 的 瞻 射 现在 称 为 从 GC 到 5' 中 的 
一 个 同 态 , 此 时 有 fle) =e’',e' 是 CG' 的 中 性 元 ,因为 
fiz)=f(ex)= fe) x). 
由 此 得 到 
fx) = f(x)) 7), 
因为 e’ =f(e)=f xx 1)= f(x) f(r- 1). 
由 此 得 到 下 述 结论 :对 于 每 个 同 态 f,f(C) 是 G' 的 子 群 . 它 称 为 
G 在 六 下 的 象 . 

一 般 地 说 ,会 有 蜡 于 e 的 元 素 *E CC, 使 得 f(x)= e'. 这 样 
的 元 侣 构成 G 的 一 个 子 群 六 , 称 为 了 的 核 .事实 上 ,如 果 f(x)= 
f(yY) = e' , 则 也 有 

foxy) = rf (ry) =e', f(x) = (f(x)) -1=e'. 
但 这 个 子 群 Ny 并 不 是 一 个 任意 的 子 车 , 它 具 有 下 述 附 加 性 质 ， 
对 每 个 zEG 和 xEN, 还 有 
zs- !EN, 
这 是 因为 fzxz-)= f(z)fF(x)F(z-1) = f(z) f(z-1)= 0. 

具有 上 述 性 质 的 子 群 称 为 正规 子 群 (也 称 特 并 子 群 ), 这 是 

伽 罗 瓦 首次 引进 的 .是 他 对 C 的 任意 子 群 五 ,想到 如 同 标 西 所 
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泛 代 蓝 生 :为 于 大 关内 罗 的 菜 相 


做 的 那样 (8 2;,B) .以 " 模 "的 右 等 价 类 中 安排 G 的 元 素 . 这些 
类 是 当 产 取 遍 所 的 所 有 元 素 时 元 素 忠 构成 的 形 如 sH 的 集合 ， 
如 果 两 个 类 sH 与 s' 上 HH 具有 公共 元 素 sh = s'h', 则 有 s' = 
shh' ,从 而 对 每 个 生生 五 ,有 
sh" = shh'- ih" ssH. 

撞 育 之 ,s'H CsH; 类 似 地 有 证 Cs' 玉 ,因此 这 两 个 类 午 同 .这 
样 ,G6 是 不 同类 的 并 ,其 中 任何 两 个 类 没有 公共 元 素 , 侈 罗 瓦 以 
同样 方式 考虑 去 等 价 类 Hs .但 一 般 所 5 天 绍 , 只 当 5pr -1= 正 即 
于 是 正规 子 群 时 , 才 有 对 每 个 :EE 6, Hs = sH. 

当 NY 是 正规 子 群 时 ,我 们 能 在 等 价 类 之 间 定 义 一 个 秀成 
律 , 因 为 我 们 有 (5sN)(IN) = s (NN = (5st)N, 这 是 由 于 等 式 tN 
= Nt ,NN = NN 成立, 易于 验证 这 个 合 戚 律 在 等 价 类 的 集合 ( 记 
作 GAN) 上 定义 了 一 个 群 结构 , 称 为 G 关于 NN 的 商 群 .也 易于 
验证 映射 J;s > sNY 是 从 G 到 GAN 上 的 一 个 满 同 态 ,其 核 为 
入 , 当 G 为 有 限时 ,GAN 的 阶 是 6G 的 阶 除 以 CAN 的 阶 之 商 , 记 
作 (G:N). 

如 果 群 6 是 交换 的 , 则 C 的 所 有 子 群 是 正规 的 , 例如, 如果 
G 是 整数 加 法 群 Z 而 NN 是 m{m >1) 的 倍数 构成 的 子 群 mZ， 
则 ZZ/mZ 是 模 m 的 同 余 类 的 加 法 群 ($2,C). 

我 们 称 群 6 是 单 的 ,如果 它 除 C 本 身 和 仅 含有 中 性 元 的 子 
群 {teji 外 不 包含 任何 别 的 正规 子 群 .在 有 限 交 接 群 中 ,只 有 素数 
阶 循环 群 是 单 的 .事实 上 , 设 C 是 阶 为 m=rfr>1s> 1) 的 况 
换 群 .对 & 中 每 个 x #6, 我 们 有 x" = e ,或 (x =e., 如 果 xr = 
 , 则 由 x 生成 的 子 群 不 是 ie|, 且 它 具有 能 整除 n 的 阶 ,因而 异 
于 GCG. 如 果 y=x'z#e, 则 有 y =e, 从 而 有 同样 的 结论 .因此 有 限 
交换 单 群 6 是 素数 p 阶 的 .此 外 ,如 果 x ze, 则 对 1 <p 一 1， 


(QD 也 称 右 陪 集 ; 下 而 说 到 的 左 等 价 类 也 称 丰 陪 集 .两 者 相同 时 则 称 
为 陪 集 .一 一 译注 
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所 有 生 x* 都 互 不 相同 ,因为 否则 就 会 有 x*-*=e,l< 有 -kk< 


PP; 从 而 有 -上 整除 p, 这 是 不 可 能 的 ， 

若 尔 当 和 赫 和 尔 德 证 明 ,对 每 个 有 限 群 6, 存在 互 不 相同 的 子 
群 构 成 的 序列 

6 = G0D061 DGD OG.150,= {e}, (6) 

使 得 Cry 在 Gi 内 是 正规 的 , 且 每 个 群 Gx Ci, 1 是 单 的 . 

在 例 (4) 中 ,三 个 4 阶 子 群 在 G 内 是 正规 的 和 交换 的 ,因而 
每 个 连接 GC 和 {fe} 的 子 群 链 是 若 尔 当 -~ 替 尔 德 序列 (6). 当 所 有 
单 群 G5/ G441 为 交换 (因而 为 素数 阶 循环 ) 群 时 ,6 称 为 可 解 群 . 
可 以 证 明 ,其 阶 只 能 被 一 个 或 两 个 素数 整除 或 其 阶 不 能 被 宗 数 
平方 整除 的 群 是 可 解 的 .这 种 类 型 的 定理 中 最 值得 注意 的 是 典 
符 ~ 汤普森 定理 :每 个 奇 教 春 有 限 群 是 可 解 的 .其 证 明 用 反 证 
法 ,长 度 况 超过 250 页 ! 是 居 罗 瓦 引 入 了 可 解 群 概念 ,这 给 予 他 
解决 "用 根 式 " 解 代 数 方程 问题 的 钥匙 :这 样 的 解 存 在 的 必要 充 
分 条 件 是 所 给 方程 的 人 项 罗 素 群 是 可 解 的 . 


所， 交 方 体 的 履 转 


绕 一 直线 4 旋转 {但 非 恒 等 旋转 ) 的 定义 表明 下 述 两 个 事 
实 成 立 ; 如 果 点 材 关于 此 族 转 不 变 , 则 它 位 于 A 上; 如果 好 的 
变换 好 异 于 型 , 则 通过 MM' 的 中 点 且 垂 直 于 MM' 的 平面 包含 
AA， 

借助 上 述 两 个 注 记 , 易 于 确定 所 有 使 立方 体 玉 = ABCDA'B' 
C"D' 不 变 的 旋转 .所 给 立方 体 的 中 心 0 不 变 , 因 此 旋转 的 轴 必 
通过 0 .如 果 顶 点 4 不 是 不 变 的 , 则 它 或 者 变换 到 从 4 出 发 的 
一 条 边 的 端点 ,或 者 变换 到 位 于 通过 4 的 一 个 面 上 的 与 4 相对 
的 顶点 ,最 后 ,或 者 变换 到 4 关于 0 的 对 称 点 4 .我 们 可 用 下 述 
事实 来 检验 这 四 种 情形 :直线 OF 垂直 于 平面 CDC'D' ,其 中 下 
是 48 的 中 点 (图 40). 

容易 看 出 我 们 要 找 的 旋转 有 如 下 述 (还 有 伍 等 旋转 ): 
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1) 绕 连 接 0 和 一 条 边 中 点 的 连 线 旋转 180°; 共 有 6 个 ,每 
个 这 样 的 旋转 连同 恒 等 映 射 构成 一 个 2 阶 循环 子 群 . 

2) 绕 此 立方 体 的 对 角 线 旋转 120" 和 240。; 对 于 每 条 对 角 
线 ,这样 的 旋转 连同 恒 等 映射 构成 一 个 3 阶 循环 子 群 .共有 8 个 
这 样 的 旋转 . 

3) 绕 牌 直 于 一 个 面 的 直线 旋转 90*,180°* 和 270°; 对 于 每 
条 这 样 的 直线 ,所 说 的 3 个 旋转 连同 恒 等 映 射 构成 一 个 4 阶 循 
环 子 群 .共有 9 个 这 样 的 旋转 , 

于 是 旋转 总 数 为 1 + 64+8+9=24. 

此 立方 体 的 旋转 群 G 运算 于 从 0 出 发 垂直 于 立方 体 的 面 
的 3 条 垂 线 上 ,而 且 易 见 & 以 每 种 可 能 的 方式 对 它们 进行 置 
换 , 如 果 每 个 旋转 a€ 5 对 应 到 这 3 条 垂 线 相 应 的 置换 , 则 就 定 
义 了 G 到 这 3 条 直线 的 置换 的 群 各, 上 的 一 个 满 同 态 .于 是 这 
个 同 态 的 核 x 是 G6 的 一 个 4 阶 正规 子 群 , 它 由 恒 等 映 射 和 分 别 
绕 这 3 条 直线 转 180 的 旋转 组 成 .第 二 个 12 阶 正 规 子 群 了 To 放 
由 NN 和 绕 所 给 立方 体 的 4 条 对 角 线 的 旋转 生成 ; 它 蚌 使 这 3 条 
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直线 不 变 或 对 它们 进行 置换 而 不 使 任何 一 条 固定 的 子 群 了 
3， 关 于 环 和 域 的 补 注 


太 ， 模 一 素数 的 同 余 式 


我 们 已 看 到 ( §2,C), 对 每 个 整数 m > 1, 模 m 同宗 类 的 加 
法 ti ,5) 上 ~ 一 了 + 5 定义 了 这 些 类 的 集合 上 的 一 个 m 阶 循环 群 
结构 .说 F +5=7r+s( 由 定义 ) 意 味 着 映射 + ~ 一 7 是 整数 加 法 
群 世 到 所 说 间 余 类 群 上 的 一 个 满 同 态 ( 附 录 2,.D); 此 同 态 的 核 
是 m 的 倍数 组 成 的 子 群 mZ, 因 此 模 m 同 作 类 的 加 法 群 可 记 必 
ZA/mZ. 但 在 ZAmZ 上 还 有 第 二 个 合成 律 , 即 (F,5) 上 -FF"5= 
rs( 1,F), 它 是 结合 的 和 交换 的 ,并 可 直接 验证 有 


F*(F+E)=F*F+Fi"F. 


这 样 这 第 二 个 合成 律 在 Z/mZ 上 定义 了 一 个 交换 环 结构 并 以 了 


为 单位 元 . 现在 假定 取 环 Z/pZ,p 是 素数 .于 是 环 ZEApz 是 交 
换 城 , 记 作 了 F,. 事 实 上 ,如 果 0<r<p, 则 p 与 r 的 最 六 公 因 数 是 
1, 从 而 有 贝 祖 恒 等 式 ( 参 见 第 四 章 附 录 3) 

m+nnph=1, 
m,n 是 两 个 整数 .由 于 在 Z/pZ 中 5=0, 由 此 得 到 寺 *F =1. 换 
言 之 ,Z/pZ 中 每 个 类 Fz#0 都 有 过 . 

这 样 ,F, 中 类 5 x5 的 集合 F* 是 (如 间 所 有 域 的 情形 一 样 ) 
一 个 阶 为 p ~ 1 的 了 乘法 群 .于 是 对 每 个 Fz0, 有 声 -1= 了 .用 同 余 
类 语言 ,这 可 写 为 :对 每 个 不 是 p 的 悦 数 的 自然 数 > ,有 

mia 1(modp). 
这 是 数论 中 第 一 批 定理 之 一 ,由 费 马 证 明 并 以 费 马 * 小 "定理 著 


二 点 4 呈 ,有 是 一 个 正四 面体 的 顶点 ,而 子 群 7 使 该 四 面体 不 
变 .5 的 另外 12 个 旋转 把 四 面体 4ACB'D' 变换 为 它 关 于 点 0 的 对 称 象 
4CBD ， 
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当代 数学 :为 了 人 关心 车 的 欧 烽 


称 . 
但 还 有 更 多 结果 :; 群 F” 是 乱 环 的 ,这 是 欧 拉 猜想 而 首次 由 
高 斯 (用 不 同 的 术语 ) 证 明 的 ,可 以 假定 p #2; 我 们 要 用 到 3 条 
引 理 . 
]) 设 n 是 任意 的 自然 数 且 n> 1. 对 每 个 自然 数 上 三 n, 令 
d 是 与 n 的 最 大 公 因 数 , 则 群 ZAnZ 中 类 此 的 阶 等 于 n/ad. 事 
实 上 , 令 n=n'qd,k= jd. 如 果 gk = ak'd 被 n = n'd 整除 , 则 ' 
整除 路 ,又 因 n' 与 上 的 最 大 公 因 数 是 1, 故 n' 整 除 a .特别 是 ， 
使 得 生成 Z/n2 的 唯一 自然 数 上 过 n 是 与 mn 互 素 的 数 , 即 与 
n 的 最 大 公 因 数 是 1 的 自然 数 , 这样 的 数 的 个 数 记 作 g(n), 称 
为 nn 的 酌 拉 通 数 . 
1 ) 关系 "a 整除 na" 记 作 d1n, 对 每 个 n>1, 我 们 有 
Pn)=n. (1} 
事实 上 ,对 nm 的 每 个 因数 dd, 如 果 nn=n'd, 则 类 nn' 在 群 
[187] ZAnZ 中 的 阶 为 d ,而 由 二) 得 知 怡 有 pdad) 个 自然 数 上 过 六 ,使 
得 的 阶 为 d, 由 于 对 1 二 下 < ,下 的 阶 是 ”的 因数 , 故 得 关系 
式 (1) .此 外 还 可 看 出 ,对 am 的 每 个 因数 了 ,Zn 只 有 一 个 d 阶 
子 群 . 
反之 ,如 果 n 阶 有 有限 群 6 满足 ;对 mn 的 每 个 因数 @ ,至 多 存 
在 d 个 元 素 x, 使 得 x“ =e, 则 6 是 循环 的 .事实 上 ,如 果 存 在 了 
阶 元 素 y , 则 子 群 le,y,7y2，……, 吧 -二 的 所 有 元 素 满 足 好 = e, 而 
由 工 ), 恰 存在 & 的 p(d) 个 元 素 , 其 阶 为 了 .如 果 存 在 mn 的 一 个 
因数, 使 得 G 中 没有 4 阶 元 素 , 则 nm 就 会 等 于 和 了 开 pfd), 其 
中 a' 取 遍 并 于 d 的 因数 的 集合 .但 这 与 (1) 了 矛盾 .特别 是 ,C 至 
少 存 在 一 个 nn 阶 元素 , 由 此 & 是 循环 的 . 
明 ) 设 下 是 任 一 交换 域 , 令 
P(li)=#+ Qt + + a 
是 系数 取 目 下 的 g 次 多 项 式 , 于 是 在 居中 下 多 有 P(i)=0 的 g 
个 根 , 此 点 可 由 对 于 9 的 归纳 推理 看 出 :假定 对 基 个 c 亡 疏 有 
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[188，Z[i] ,其 元 素 称 为 高 斯 整数 .为 避免 混 清 ,通常 整数 ( 正 或 负 ) 称 
为 有 理 整 数 .对 每 个 高 斯 整数 ;,N(s) 是 非 负 幕 数 .高 斯 整数 是 
平面 上 由 通过 两 个 负 上 整数 坐标 点 且 平 行 于 轴 的 平行 线 所 构成 
的 网 丫 的 “节点 "(图 41). 


高 斯 整数 的 全 部 “算术 " 赖 以 作为 基础 的 性 质 有 如 下 述 : 对 
每 令 数 zEQ(i), 至 少 存 在 一 个 高 斯 整 元 u ,使 得 


N(z ~ u) < 让 . (3) 


这 显然 成 立 , 因 为 z 在 上 述 网 格 的 某 一 正方 形 (包括 边 } 上 ， 
而 此 正方 形 的 4 个 顶点 中 至 少 有 一 顶点 到 * 的 距离 至 多 为 半 条 
对 角 线 长 1/Y2{ 图 41). 


由 此 推出 在 环 ZL 中 可 有 欧 玫 里 得 除法 :如 果 zzp 是 两 
个 高 斯 整数 ,> 关 0, 则 存在 两 个 高 斯 整数 go ,r, 使 得 


下 = 十， N(r) No (4) 


事实 上 ,只 须 对 Q(ti) 中 的 数 ww 应 用 (3) ,这 表明 存在 高 斯 整 
数 g ,使 得 


由 此 用 人 21) 推出 
Nu—- aq)= N(VN(E -gq) <3N(). 


欧 几 里 得 算术 的 所 有 论证 依 四 于 欧 拖 里 得 除法 和 下 述 事实 ;如 
果 非 负 整数 的 一 个 递减 序列 
Tr 
只 能 终止 于 0 这 项 , 则 此 序列 只 有 有 限 多 项 且 最 后 一 项 为 0. 把 
这 个 注 记 应 用 于 高 斯 整数 的 范 教 的 序列 
Nr 2N(r2) 2 No 

即 见 此 序列 只 有 有 限 项 并 终止 于 1, =0. 

这 样 , 有 理 整 数 的 性 质 就 能 基本 不 变 地 移植 到 高 斯 整数 上 
来 .为 才 录 须 简单 地 考虑 到 下 述 事实 :在 环 Z[i) 中 ,不 仅 数 1 和 
-1 ,而 且 还 有 数 ; 和 一 i 有 2Z[ 让 中 的 逆 . 此 外 ,只 有 这 4 个 数 具 
有 这 个 性 质 ,因为 如 果 = 有 北 z', 则 有 N(z)N(z')=1, 因 为 
N(xz) 是 非 负 整数 ,由 此 得 N(z) =1. 我 们 称 这 4 个 整数 + 上 1,+: 
为 ZLij 的 羊 位 .按照 定义 , 素 商 斯 束 数 是 异 于 4 个 单位 的 高 斯 
整数 2 ,满足 ;如果 wu = ww 是 两 个 高 斯 整数 之 积 , 则 其 中 之 一 是 
单位 .对 每 个 家 高 斯 整数 ,4 个 高 斯 整数 土 上 ,+ 记 i 也 是 家 的 ; 
. 我 们 称 它们 是 相伴 的 .其 中 只 有 一 个 =a + 站 满足 a >0,5> 
0; 它 称 为 第 一 条 有限 素 高 斯 整数 .如 果 uwEZ[i] 是 泰 的 , 则 去 也 
是 素 的 ;但 与 其 共 生 u 相伴 的 第 一 象限 非 实 素 高 斯 整数 只 有 
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= 上 +zi, 因 为 ]-i= 一 以 1+ 昌 ， 
高 斯 整数 算术 的 基本 结果 是 素 整 数 分 解 定理 :每 个 高 斯 整 
数 z 能 以 唯一 方式 写 为 
x = Eu 4 net, (5) 
其 中 & 是 互 不 相同 的 第 一 象限 素 商 斯 整数 ,ai; 是 自然 数 ,e 是 
单位 ， 
由 此 可 得 两 个 推论 : 
a) 如 果 一 个 素 整 数 整 除 两 个 整数 之 积 , 则 它 整 除 其 中 之 一 ， 
b) 如 示 两 个 不 相伴 素 整 数 整除 同一 整数 . 则 其 积 整除 该 整 
数 . 
如 有 霖 两 个 整数 z,z 由 其 素 整 数 分 解 给 定 , 即 (5) 和 
z =e 者 才 和 (6) 
则 z,z' 的 最 大 公 因 数 可 如 下 得 到 :取出 现 于 分 解 式 (5),(6) 两 
者 的 素 整 数 w|,…, ww, 作 冬 积 
d = wilwb" wl, 
其 中 每 个 指数 y, 是 出 现 于 (5), (6) 中 w 的 两 个 指数 中 最 小 的 
数 .我 们 有 上 贝 祖 恒 等 式 
d= ar+ bs', (7) 
其 中 a ,5 是 Z[i] 中 的 两 个 整数 ,其 证 明 与 Z 中 基于 欧 几 里 得 
[190] 除法 证 明 贝 祖 恒 等 式 ( 见 第 四 章 ,附录 3) 相 同 . 
ZZ 中 的 素数 与 Zi 中 的 素数 之 间 的 关系 可 完整 陈述 如 下 . 
工 ) 素数 2 是 (不 计 相 异 一 个 单位 ) 一 个 素 商 斯 整数 的 平 
方 , 因 为 
2=(1+0D(1 -7)= -让 1+i)2， 
下 ) 如 采 素 有 理 整 数 p 关 2 不 是 Z[i] 中 的 素数 , 则 它 被 一 
个 第 一 象限 非 实 素 整 数 x 整除 ,因而 也 被 其 共 力 # 整除 . 由 于 
五 关 2, 故 二 与 & 不 是 相伴 的 ,因而 p 被 wu = N(u) 整 除 .但 央 p 
是 Z 中 的 素数 , 故 必 有 p = N{w). 如 果 令 =x+ i ;x > 人 0, 
y>0, 则 有 P=x2+yz, 这 复壮 p 具有 4k + 1 的 形式 . 
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看 ) 如 果 w 在 Z[i 中 是 素 的 ,我 们 如 同 &) 定 义 艺 [ 让 中 模 
w 的 同 余 ; 由 员 祖 恒等式 (7) 得 知 环 ZZ[i]/wZ[i 中 每 个 不 等 于 
0 的 类 都 有 逆 . 换言之 ,ZLi]/wZ[i] 是 域 . 如果 p 是 形 如 45+1 
的 有 理 素 数 ,我 们 在 4 ) 中 已 看 到 存在 有 理 整 数 x ,使 得 x?+1 
=0tmod p). 这 意味 车 在 Z[i 中 有 

(x+i(x-i)=0(mod p), 

又 由 于 我 们 也 已 知道 x + i 和 xx- 在 Z[ 中 都 不 能 被 p 整除 ， 
所 以 x+ 和 x 一 i 的 类 在 Z[i1j/pZ[i 中 是 零 因 子 , 因 之 2Z[i]/ 
PZLiJ] 不 是 域 ,从 而 p 在 Z[i 中 不 是 素数 . 现 取 第 一 象限 素 整 数 
4 ,使 w 整除 p, 而 wu 不 可 能 属于 包 , 故 由 下 ) 得 到 pp = 入 (4), 从 而 
zz 是 整除 p 的 唯一 的 第 一 象限 素 整 数 . 如 果 邻 忌 =a + 六 , 则 有 p 
= 好 + 如 ,因而 每 个 形 如 4k + 1 的 有 理 素数 以 唯一 的 方式 表示 为 两 
个 自然 数 平 方 之 和 ;这 就 是 费 马 - 欧 拉 定理 { 见 第 四 章 ,附录 3). 

当 欧 几 里 得 除法 能 以 同样 方式 推广 到 环 Z[v 万 ] 中 时 ,就 
能 推导 出 完全 类 似 的 定理 .可 异 已 经 证 明 , 这 只 对 青 限 多 小 不 能 
般 一 平方 整除 的 整数 九 成 立 .对 于 D <0,D 的 可 能 的 值 是 -1， 
-3, -7, 一 11, 事 实 上 ,存在 无 穷 多 个 DD 值 ,对 于 它们 素 因 数 分 
解 不 是 唯一 的 ,例如 ,对 于 D = -5, 我 们 有 

9=3'3=(2+w -5)(2-v -5), 

且 可 证 明 3,2+ vw -52-w -5 在 ZLv -5] 中 是 素 的 , 库 默 尔 , 克 
罗 内 克 和 戴 德 金 发 现 ,通过 引进 新 的 对 象 一 一 理 起 和 和 扔 值 , 有 可 
能 重建 "唯一 分 解 " 定理; 随同 这 一 发 现 ,代数 数论 也 由 之 诞生 . 


己 . 模 一 多 项 式 的 同 余 式 


本 节 要 给 出 * 同 余 式 演算 ”的 第 三 个 例子 , 设 关 是 具有 无 穷 

多 个 元 素 的 域 ,系数 在 六 中 的 多 项 式 是 映射 
x > P(x)= aor r++ 0,, (8) 
它 是 有 限 个 单项 式 aj x"-i 之 和 . 移 多 项 式 P 是 n 次 的 ( 写 为 


deg(p) = na 如果 PP 的 最 高 次 单项 式 aox" 具有 非 零 系 数 . 零 次 [191] 
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驳 项 式 是 非 零 常 数 ce 后 天 ,显然 系数 在 天 中 的 密 项 式 关 于 多 项 
式 加 法 和 和 狗 法 构成 一 个 交换 环 , 记 作 天 Lx]. 由 于 点 有 无 窃 多 个 
元 素 ,所 以 多 项 式 (8)} 只 当 go= ai=…'= as 二 0 时 才 能 恒 等 于 
零 ,因为 在 4) 中 我 们 已 看 到 n 次 多 项 式 不 可 能 在 多 于 版 的 
个 元 素 处 取 零 值 .注意 m 次 多 项 式 与 4 次 多 项 式 之 积 
《人 DY + + mt borx" + + 6,) 
为 用 + 下 人 吹 ,内 为 在 这 个 积 中 只 有 一 个 严 +a 次 单项 式 , 即 
aopox ,而 因 天 是 域 , 故 当 aoz0,bozx0 时 aobox0. 
由 此 挫 出 , 坟 Lx] 中 具有 北 的 仅 有 元 素 是 常数 ec 0. 
这 个 环 的 基本 性 质 是 在 其 上 也 能 定义 收 玫 桂香 除 法 :如 果 
4: 召 是 两 个 客 项 式 ,如 关 0, 则 存在 两 个 多 项 式 0 , 卢 , 使 得 
A4= BO+R,Mm R=0 或 leg(R) < depg(B). (9) 
事实 上 , 设 m,n 分 别 是 4 ,8 的 次 数 , 如 果 4 =0 或 亚 <m, 则 只 
顷 取 只 =0, 员 =4 即 可 得 (9). 如 果 不 是 上 述 情形 , 则 能 求 出 单 
项 式 i! = cxm”-" ,满足 : 
如 果 4 =4 -Bfi, 则 有 
41=0 或 deg(4i < degf4)， (10) 
事实 上 ,如 果 A = aoxz 十 … 十 azm+ 上 =oxz +… 二 站 ， 则 只 须 取 
c= Bo“5o 即 得 (10). 
重复 上 述 过 程 ,可 得 多 项 式 序列 ， 
Ai=A4- BMl, 和 而 41=0 或 deg(A41) < deg(4d), 
及 = 41 一 BM, 而 4，=0 或 deg{ 45) < deg(41)， 
在 至 多 等 于 mm - n+1 的 有 限 步 后 ,必定 达到 
1 = BMi41; 册 4, = 人 0 或 deg(AL,1)<n. 
于 是 我 们 有 
Mtr+1=A4- BMI+ M+ + M1), 
令 吕 =MI+M+…+ 有 1 玉 = 本 上 式 即 为 (9). 
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满足 (9) 的 专项 式 0 ,RR 是 唯一 确定 的 .事实 上 ,如 果 还 有 

A4= BOL+ Ri, 而 Ri= 人 0 或 deg(Ri) < deg(B), 则 就 会 有 
Bl(0-00= RI- 

如 果 Ri 一 RRz0, 则 有 deg(R -只 )<deg( 了 B) ,而 在 0-OIx0O 
情形 下 ,这 与 上 式 于 盾 ,因此 必 有 如- Qi=0, 员 -六 =0. 我 们 
分 别称 0 ,六 为 4 除 以 旦 的 欧 岂 里 得 除法 的 商 式 和 合式 . 

这 样 ,全 部 欧 几 里 得 算术 论证 都 可 直接 移植 过 来 .此 地 对 应 
于 素数 的 是 不 可 药 多 项 式 , 即 满足 下 述 条 件 的 非常 数 多 项 式 P， 
如 果 只 = 48 是 两 个 多 项 式 之 积 , 则 4,8 中 必 有 一 为 常数 .如 


漆 P 是 不 可 约 的 , 则 对 每 个 非 零 的 ceEK,ceP 也 是 不 可 约 的 .在 [192] 


这 些 多 项 式 中 ,我 们 选取 首 一 的 , 即 其 最 高 次 单项 式 率 数 等 于 1 
的 多 项 式 .唯一 分 解 为 素 因 子 的 定理 于 是 就 如 下 述 : 天 [xx] 中 每 
个 非常 数 多 项 式 4z 能 以 上 唯一 方式 写 为 
A = eq PY-… PL:, C11) 
其 中 cEK,P; 是 互 不 相同 的 首 一 不 相约 多 项 式 ,wi 是 自然 数 . 
如 同 B) 中 那样 ,我 们 能 对 两 个 非 零 多项式 4,B 定义 最 大 公 因 
式 ( 在 相差 一 个 常数 因子 范 团 内) ,并 推出 贝 祖 恒 等 式 
D= MA+NB, (C12) 
其 中 DD 是 4,B 的 最 大 公 因 式 , 计 ,NN 是 两 个 多 项 式 . 
接著 可 定义 模 一 个 非常 数 多 项 式 肝 的 同 余 式 A= 
8B(mod 好 ); 模 开 间 余 于 多 项 式 4 的 多 项 式 类 达 是 多 项 式 4+ 
QW 的 集合 ,其 中 0 是 任 一 多 项 式 . 这 些 类 梅 成 一 个 环 下 [wx]y 
MKixj). 欧 几 里 得 除法 表明 每 个 类 4 有 唯一 的 一 个 “代表 ”, 它 
或 是 0 或 是 4 除 以 MM 的 欧 儿 里 得 除法 的 余 式 ,该 余 式 是 次 数 小 
于 deg( 好) 的 多 项 式 . 贝 宜人 恒等式 (12) 还 表明 ,如果 P 是 不 可 约 
多 项 式 , 则 环 天 [xx] PK[x] 是 域 . 


D. 代数 函数 域 


给 定 无 穷 城 让 上 的 两 个 多 项 式 x P(x),x 六 一 
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当代 教学 :为 了 大 类 心 拉 的 菜 烟 


Q(x),0 涉 恒 等 于 零 , “分 式 "PAO 的 “自然 "定义 当 是 函数 

* P(r)/Q(x). 
但 此 函数 在 使 得 0(x)=0 的 点 xEK 姓 没 有 定义 .这 样 的 点 只 
有 有 限 多 个 ,但 它们 依赖 于 09; 这 些 点 的 出 现 是 在 "分 式 "* 上 害 
记 运 算 困 难 的 原因 所 在 .例如 ,也 数 


对 x= 人 0 没有 定 饼 ,但 因 对 于 xz1, 有 

ee 
故 所 给 两 个 函数 之 和 对 x =0 有 定义 .于 是 我 们 就 不 喜欢 对 * 有 
理 分 式 ”P/Q 谈论 它 的 “ 值 " ,而 喜欢 考虑 外 [x 的 儿 项 式 情 
(4,B) 的 类 ,其 中 Bz0. 两 个 偶 (4,B8),(A),B) 称 为 属于 相同 
的 类 ,如果 


AB!— BAj=0. 
然后 有 必要 定义 两 个 类 的 和 与 积 , 对 于 两 个 侦 (4,B),{(C,D)， 
考点 偶 (4D + BC , BD),{AC ,BD). 必 须 证 明 , 如 果 枫 如 用 同一 
类 中 的 偶 (41,81) 代 震 (4 ,B),“ 和 " 侦 与 “ 积 " 偶 的 类 不 改变 , 这 
[193] 是 恒等式 
(AD + BC)BID~ (4ID+BBIC)ED = (ABI- A1BYD?=0, 
ACB1D — BDAIC = (AB - AIB}YCD =0 

的 推论 , 当 用 语 随 便 时 ,我 们 写 4/ 来 代替 偶 (4 ,8) 的 类 ,而 
对 同一 类 的 两 个 侦 (A4,B),(A1, B1), 有 4/8 = 及 ABi. 可 以 直 
接 验 证 这 样 定义 的 类 构成 一 个 域 ; 当 40 时 ,类 A/B 的 “ 逆 "” 
是 [4. 以 天 (xy 记 这 个 域 , 称 为 系数 在 有 中 的 单 变量 有 理 分 
式 域 . 

如 果 4 与 B 具有 最 大 公 因 式 五 ,从 而 4 = DA1,B = DB), 则 
有 4/BB=A1/B1, 从 而 有 理 分 式 总 能 写 为 两 个 “ 互 袜 的 "多 项 式 
《 即 它 们 的 最 大 公 因 式 为 1) 之 商 .但 两 个 这 种 形式 的 有 理 分 式 
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之 和 不 一 定 仍 是 这 种 形式 . 
现 设 上 是 复数 域 C. 一 条 代数 平面 曲线 是 CC” 的 满足 方程 
aotXIy tt oar) + + an(x)}=0 (13) 
的 点 (4*x ,7) 的 集合 厂 ,其 中 aj(x) 是 ClxJ 中 的 多 项 式 ,有 征 ao(x*) 
天 0. 曲线 卫 称 为 不 可 约 的 ,如 果 系 数 在 域 C(x) 中 的 多 项 式 


gx) a (x) 
POO) = to + tT aolx) 


是 不 可 约 的 .此 时 模 P 的 同 余 类 环 Ctx)[y]/AP:C(Cx)[y) 是 一 
个 域 工 , 称 为 厂 上 的 有 理 澡 数 域 ( 或 厂 上 的 代数 函数 霹 ). 对 这 
一 名 称 可 作 如 下 解释 :上 的 每 个 元 素 可 唯一 地 表示 为 
F=ro(r)y li+ritr)y -2+ r(x), 

其 中 (x) 是 城 C(x) 的 任意 元 素 . (这 些 “ 代 表 " 是 环 CClx)}ly) 
中 的 多 项 式 除 以 P 的 欧 几 里 得 除法 的 余 式 . 】 

设 (&,9) 是 C2 的 位 于 了 上 的 点 即 满足 方程 113). 如 打上 
不 是 有 理 分 式 royrl…,m_-1 的 分 母 的 霍 点 , 则 在 FF 中 可 用 & 代 
车 xx, 用 ”代替 .这 样 得 到 的 复数 称 为 严 在 点 (zz ,tb 处 的 值 . 有 
可 能 在 某 种 意义 上 "扩充 ”"F 的 值 和 的 定义 到 是 rr 的 分 母 的 零点 
的 点 处 以 及 了 工 的 所 谓 “ 无 穷 远 点 "处 ,使 之 得 到 一 个 真正 的 函 
数 .但 这 和 需要 涉及 称 为 “ 黎 品 曲面 ”的 较 高 深 概念 . 


下 ， 关 于 有 序 域 的 注 记 


我 们 要 在 本 小 节 中 表明 , 实 系数 有 理 分 式 域 R(x) 可 赋予 

一 个 有 序 城 (8 3,F) 结 构 . 首 先 对 多 项 式 
Plx)= ox" + 12 一 1 二 十 让 (14) 

定义 关系 P 宕 0; 它 意味 荐 或 者 P=0( 即 ao= ai=…=a =0)，[194] 
或 者 ao>0. 如 果 P,Q 是 两 个 多 项 式 , 则 定义 严 <0 为 在 上 述 
意义 下 @ - P20. 最 后 ,对 有 理 分 式 只 = PrO ,OO0, 定 义 关系 
中 宕 0 为 在 上 述 意 义 下 PQ 0, 而 对 两 个 有 理 分 式 RR,5， 关系 
<3 意味 着 S$ -请 二 0. 
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我 们 必须 验证 序 结 构 公 理 {§3,D) 和 有 序 域 结构 公理 
{ §3,F). 下 面 进行 三 项 验证 . 

1) 全 序 公 理 .为 此 只 须 证 明 , 如 果 RR0, -R00, 则 上 R= 
0, 而 由 上 面 的 定义 ,只 人 须 考 虚 多 项 式 情 形 .但 如 果 P(x) 是 由 
(14) 表 示 的 多 项 式 征 P20, ~ P30, 则 不 可 能 有 P x0, 因 为 这 
蕴涵 对 于 实数 ao 有 wo>0 和 ao<0, 这 是 不 可 能 的 . 

2) 如 果 尺 关 0,330, 刚 RS>0. 由 定义 入 可 限于 验证 多 项 
式 情形 .但 如 果 PP >0,0>0,P 是 多 项 式 (14), 0 是 多 项 式 

Q(x)= poxm 十 … 十 五 ， (15) 

则 或 者 关系 P=0,Q=0 有 一 成 立 从 而 PO = 0; 或 者 有 ao > 0， 
b0>0, 而 PO 中 最 高 次 项 是 a0box"m +", 且 aobo > 0. 同样 论证 表 
明 ,对 每 个 多 项 式 P 有 Ps0. 

3) 如 果 中 0,530, 刚 月 +5>0. 设 R=A/B,S = CC/D， 
则 上 +S=(AD+ BC)/BD .问题 归结 为 证 明 , 如 果 对 4 个 多 项 
式 有 ,B,C,D 有 AB>0, CD =0, 则 有 

(CAD + BC) BD = ABD? + CDB?> 0. 

由 2), 这 时 致 证 朋 , 如 果 多 项 式 (14),(15) 都 >0, 则 P+ 0=0. 
当 了 P=0 或 0 =0 时 ,这 显然 成 立 . 如 果 不 是 这 种 情形 , 设 例 如 
m>n; 则 了 + 0 中 最 高 次 项 是 60x" ,而 bo >. 现在 只 剩 下 考虑 
m = 的 情形 ,此 时 P + 8 中 最 高 次 项 是 (ao + 50)x” ,而 由 于 
a0>0,60>0, 克 ag+ bo>0. 

这 个 例子 的 意义 在 于 阿 基 米 德 公理 (第 三 章 56 及 附录 2) 
不 满足 .事实 上 ,实数 是 0 次 多 项 式 ,而 对 两 个 实数 /r,s ,关系 
< 在 及 和 R(z) 中 是 相 阿 的 .但 在 和 (xz) 中 ,对 每 小 实数 r, 客 
项 式 x 大 于 r; 可 以 说 x 关于 实数 是 “无 穷 大 "; 又 由 于 对 每 个 实 
数 r>0, 有 

1 .1 


性 < 一 < 一 ， 
时 Fr 


于 是 可 以 说 有 理 分 式 17x 在 最 (x) 中 是 "无穷 小 
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我 们 方才 用 到 这 样 的 事实 ;在 R(x) 中 , 任 一 多 项 式 的 平方 
之 0. 这 是 一 个 一 般 的 事实 :对 每 个 有 序 域 天 和 每 个 元 素 xE KK， 
有 x* 之 0. 事实 上 ,如 果 x 0, 则 从 有 序 域 公 理 直 接 得 到 x: 人 0; 
如 果 x*<0, 则 -*>0, 从 而 x=(-x)>0. 特别 是 ,这 就 证 明 
复数 域 C 上 没有 有 序 域 结 构 , 因 为 L195] 

i2= 一 1= -~ (1)2, 
因而 如 果 C 上 有 有 序 域 结 构 , 就 会 同时 有 六 >0 和 这 <0, 这 是 
荡 漆 的 . 
更 一 般 地 说 ,在 有 序 域 大 中 ,关系 
xf YX = 站 (16) 

只 当 z= x2=… = zn = 0 时 才能 成 立 . 事实 上 ,假定 x1 0, 从 
而 xf>0. 由 于 x#+ + wx 是正 元 素 之 和 , 故 x3+'' + x2 宕 0; 
于 是 有 

0< xf<sxy+(x+ w+xz)， 
从 而 不 可 能 出 现 (16). 例 如 ,在 有 限 域 F《 附 录 3, 和 上) 上 没有 有 
序 域 结构 ,因为 在 该 域 中 1=(1)2 且 

0=p=1l+1+"…+1(p 项 ). 

阿 迁 和 施琅 埃 尔 证 明 , 在 一 个 交换 域 玉 中 ,关系 式 (16) 对 
非 零 元 素 不 可 能 成 立 对 于 下 上 有 序 域 缚 构 的 存在 性 不 仅 是 必 
要 的 ,而 且 还 是 充分 的 . 


4， 距 离 的 例子 


入. 连续 函 北 空间 中 的 距离 


分 析 中 最 有 用 的 “函数 空间 ”之 一 是 定义 在 区 间 0<x<1l 

上 的 实 值 连续 函数 的 空间 C[0,1]. 定义 在 该 空间 上 记 作 

dkf.g) 的 距离 (8 3, 了) 由 下 述 公 式 给 出 :对 于 C[0,1] 中 的 两 
个 范 数 f,g， 

dolf Bg) =max{|f(x) -g(r)| :Osx 1}, (1) 
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这 里 式 (1) 的 右边 是 使 得 |F(x) -g(x)| 志 a 对 所 有 满足 0x 
三 1 的 x 成 立 的 最小 实数 a 二 0. 如 果 f,g,h 是 CI0,1] 中 的 3 
个 畏 数 , 则 对 所 有 x， 

Fr- hx) = tr) g(riy+t tetr)— h(tx)), 


从 而 
[Fxz)- htx) | fr)- g(x)| + gtx) -hr) 
dof ,g++ datg ,bh), (2) 
于 是 由 定义 得 到 
dalf hsdo(f,g)+dolg,h). (3) 


这 是 关于 距离 的 公理 0(“ 三 角形 不 等 式 ”)( §3,E); 公 理 (i), (i 
显然 满足 ， 

关于 该 距离 的 “ 邻 域 "有 简单 的 几何 解释 :说 了 (Arg)sa 
意味 若 g 的 图 象 包含 在 满足 下 述 条 件 的 点 14x ,y} 形 成 的 宽度 为 
2a 的 带 域 " 中 : 

Oxxel,flr)-acyef(r)+a, 
[1%6] ( 见 图 42. 》 

关于 该 距离 的 “极限 "概念 在 分 析 中 十 分 重要 . C[0,1] 中 国 
数 的 一 个 序列 ( 抽 ) 称 为 一 至 收 施 到 函数 f, 如 果 数 列 
(w(tf ,所 ) ) 收 侣 到 0. 

上 述 这 些 定义 对 于 定义 在 0<x<1 上 且 只 假定 为 有 界 ( 不 
一 年 连续 ) 的 函数 也 有 效 .我 们 有 一 条 基本 定理 :如 果 连 续 函 数 
序列 《 矿 ) 一 致 收 租 到 函数 六 它 必 定 有 界 ), 则 上 必 是 连续 的 . 

在 《ClL0,1j 上 还 能 定义 中 一 个 记 作 diCPg) 的 臣 离 , 它 由 公 
式 dF.8)= | f(x) -g(x) de (4) 
给 出 .这 里 三 角形 不 等 式 

df hsdilf ,ge)+di(g,h) 
仍 由 对 于 L0,1) 上 所 有 * 成 立 的 不 等 式 (2) 和 下 述 事实 得 出 :如 
果 对 于 CL0,1J 中 的 函数 如,y 有 u(x) 万 z(x), 则 
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| ux dr | bX)dx. 


只 有 关于 虐 离 的 公理 必需 要 证 明 : 如 果 d(f,g)=0, 则 了 =g. 
事实 上 , 令 


(x)= 1/f(z)- g(x)!, 
已 知 


Flx) = | $2)dt 


的 导数 在 每 个 点 处 等 于 (x )( 第 三 音 ,§9), 由 于 对 [0,1j 中 每 
个 x 有 F(x) 宇 0, 所 以 浮 数 下 或 是 递增 或 是 常数 ,全 由 于 [L197] 
天 (0) =0 且 由 假定 F(1) = di(f,g) = 0, 我 们 必定 有 F(x)=0 
对 于 0<x 关 1 成立, 因此 $x)= 下 (x)=0, 即 f=g. 

关于 距离 di 的 “ 邻 域 " 概 念 也 有 简单 的 几何 解释 :说 中 人 Cg) 
sa 意味 着 包 侣 于 了 与 gg 的 图 象 之 间 " 的 面积 至 多 为 x( 见 图 委 )， 
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车 代 信奉 ;为 了 大 类 心 因 的 涤 归 


显然 我 们 有 
df ge daolf, g). (5) 
于 是 ,如 果 连 续 医 数 序列 (万 ) 一 致 收 伍 到 六 , 则 也 有 


lim] f(x)dr = 和 zjdx， 
因为 
1 1 1 
上 re)as- 站 Acods = | 6) hla) ds PP) 


为 一 方面 ,可 能 发 生 这 样 的 情形 :序列 (f.) 关 于 距离 di 收 化 到 
了 ;但 关于 中 离 4 不 收 剑 到 f. 为 此 取 


2nx (0<* < 让)， 


Flx)= 12— 2nx (<r<i) ， 


我 们 有 
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1 
| (zc)dx = 7 


因而 (di( 志 ,0)) 收 伐 到 D, 然 而 对 所 有 m 有 de( 太 ,0) =1.( 见 图 
44.) 


这 样 我 们 就 在 同一 个 范 数 集 C[0,1] 上 定义 了 两 个 不 等 价 
[198] 


B. 准 希 永 信 特 空间 


设 是 域 及 上 的 向 量 空间 ($3,F) .推广 通常 空间 中 标量 
积 概念 (§1,B8), 让 我 们 假定 给 定 了 从 ExE 到 R 中 具有 下 蚀 
性 质 的 映射 
(zy7) (xy7): 
(D {x1y)= (y|x); 
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当代 和 学 :入 了 大 尖 心 矢 的 某 才 


上 让] fy 十 和 7 二 【和 1 人 ) 二 (x' 1y); 
i 对 于 所 有 A2ER,(Axty)=A(x|Y); 
IV 除 *=0 外 ,fxlz)>0. 
这 样 的 映射 仍 称 汶 上 5 上 的 标量 积 , 而 在 向量 空间 上 定义 
了 标量 积 的 结构 称 为 准 希 尔 怕 特 空间 结构 . 
直接 推广 通常 空间 好? 的 例子 是 向 量 空间 R", 这 里 是 任 
一 大 于 3 的 自然 数 , 而 对 两 个 向 量 x,Yy, 令 
(x iy)= E91+ E272 + "+ Enna 
中 到 I . 另 一 例子 是 区 间 [0,1) 上 实 值 连续 晒 数 的 空间 C[0,1] 
(上 一 小 节 ); 这 里 标量 积 由 
-99 lg)= | f(r) g(x)ds (6) 
定义 .会 理 (人 ,人 ,( 阅 的 验证 是 显然 的 ,至 于 全 ,必须 证 明 ,如 果 
= | zx)daz=0， 
则 对 所 有 xE[0,1) 必 有 f(x}) =0. 这 可 通过 考虑 原 隙 数 
F(x) = | f(a, 
用 类 似 于 A) 中 的 论证 来 进行 . 
标量 积 的 基本 性 质 是 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 英 不 等 
式 
(ixly)l ev (xlx)'v (yly), (7) 
等 式 仅 当 对 于 两 个 不 全 为 零 的 标量 ,8 有 ax + 有 y= 人 0 时 才 出 
现 . 
事实 上 ,注意 对 每 个 实数 上 ,有 
(x+iylx+ty) 0, 
它 给 出 
(x lx) +2ttr ly) + yy)20. (8) 
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如 果 (yi17) = 以 即 y=0), 则 也 有 (xy)=0. 否 则 ,在 (8) 中 使 : 


取 值 
， _ x|y)} 
( 《7 
得 到 ， 
(x1x) - 启 1 和 >0， (9) 
即 


(xly) s(x lr) (yiy), 
由 此 取 正 平方 根 即 得 (7). 此 外 ,如 果 (9) 的 左边 为 零 , 则 它 意味 
着 
(x +ioylx+ to0r)=0, 
就 是 说 + toy =0. 
令 上 x =vytxix) ,不 等 式 (7) 可 和 写 为 
lixzly)lslx| :ly|. (10) 
由 上 述 不 等 式 可 得 阅 科 夫 斯 基 不 等 式 : 
jz+ysj sl + 站 ， (11) 
事实 上 ,我 们 有 
x+tyil2= (r+yix+y) 
=(xlx)+2txly)+ (yly) 
<(xrlx)+21(xiy)l + (y|y) 


< 科 | xi2s+21xl :y+ yll2 《由 (10)) 
= (人 x 放 + ly )2, 
取 平 方 根 即 得 (11). [E200- 
闵 科 夫 斯 慧 不 等 式 使 我 们 能 通过 
d(x,y)= x-yl (12) 


在 准 希 尔 伯 特 空间 瑞 上 定义 一 个 中 高 ,因为 由 全 可 知 仅 当 * = 
y 时 才能 有 ax ,yy=0. 由 (和 和 全) 推出 ( -ri -z)=(zl2, 从 而 
d(y,x) = d(x,Yy). 最 后 ,由 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 , 有 

jx-zll = ry) ry a) sr-y) + Hy-zl|, 
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即 dx,2) d(x,y)+ dty ,2), 当然, 由 此 我 们 重新 发 现 R* 中 
的 欧 拒 里 得 二 角形 不 等 式 ， 
我 们 看 到 ,我 们 也 在 C[0,1] 上 定义 了 第 三 个 距离 


ea)= Cs) - gx) dsr. (13) 


容易 证 明 此 距离 既 不 等 价 于 距离 4wtf,g), 也 不 等 价 于 下 
离 dtf, 8). 


C， 项 尔 伯 特 空间 
我 们 以 或 访 记 满足 下 述 条 件 的 实数 无 穷 序 列 x = 
xa)5 =1,2,… 的 集合 : 非 负 项 级 数 
2 


Ds? = x+ x+ -十 多 2 十 ， 
和 收 北 . 首先 在 此 集合 上 定义 一 个 域 R 上 的 向 量 空 间 结 构 ( § 3， 
FE 的 两 个 序列 x = (zx) 与 y= (Cy ) 的 和 定义 为 序列 
x+y= (r+ yn): 
必须 证 明 级 数 
Dx + yn 
收 笋 ,但 这 是 不 等 式 
(xn + ya) 2 r+ y2) 
的 直接 挫 论 ,标本 AER 莱 x = (x,) 定 义 为 
Ax = (Axn ), 
而 由 (Ax,)?= 2x?2, 显 见 级 数 
SA) 
收盘 ,从 而 Ax 捷 习 .向量 空 间 的 公理 (§3,F) 可 以 直接 验证 . 
在 此 疝 基 空间 上 由 
(x17) = Dry (14) 
定义 一 个 标 重 积 . 显 然 必 须 证 明 上 式 右边 的 级 数 收 微 .事实 上 ， 
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作为 不 等 式 


xn 二 二 (zz + y2) 


的 推论 , 它 是 她 对 收 敏 的 .B) 中 会 理 (用 , 坑 的 验证 是 显然 的 ; [201] 


至 于 名 ,为 证 明 若 (x1lx)=0 即 
和 + 和 十 十 和 十 0， 
则 每 个 x 为 零 , 只 须 注 瘟 对 每 个 上 有 
Orit t+ 
赋予 标量 积 (14) 的 空间 蕊 称 为 希 尔 伯 特 空间 (或 突 希 尔 伯 
特 空间 ). 


D,p 进 距离 
设 p 是 素数 .每 个 非 堆 整数 m 能 写成 


m= pm', 
其 中 整数 mn' 不 被 p 整除 ,a 是 非 负 整 数 , 数 a 称 为 mm 的 p 进 丘 
值 , 记 为 s,m), 于 是 我 们 有 


vo(m)=0, 如 果 p 不 整除 mm ，; (15) 
tpi—m)= v(m); (16) 
vp mn) = Vm) + vo Cn). (17) 
最 后 ,我 们 有 下 述 不 等 式 : 如 果 m+ nz0, 则 
vo lm +n)min{w,(m),v,(n)}, (18) 


右边 表示 两 个 数 v(m ),v,Cn) 中 较 小 的 数 .为 证 明 (18), 写 加 
= pem' ,n= pin',p 既 不 整除 m' ,也 不 整除 六 .假定 例如 立 芝 月 ， 
则 

m+n=pi(p Amn’' + n'). 
由 于 在 a = 8 的 情形 可 能 发 生 p 整除 pr -Hm + n', 故 由 上 只 能 
断言 p,m + mn)3 有 .然而 ,如 果 a > 8, 则 有 等 式 


voim+n)=min{t(m), vpn)}. 
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现在 来 对 每 个 整数 m 定义 bp 进 绝 对 值 |m|,: 如 果 m = 0， 
则 令 10|, =0. 否则 , 令 


[mls=p- "tm™, (19) 

由 关系 (15),(16),{17) 得 到 :对 m0,n 0, 有 
1m|;=1, 如 果 m0 有明 p 不 整除 避 ，; (20) 
| -ml,= |m|,; {21) 
‘mnlp= |m|,*|nl,. (22) 


:关系 式 (21),(22) 显 然 当 mm =0 或 n=0 时 也 为 真 .最 后 ,对 所 有 
整数 m,n ,有 
[m+nlbsmax{|mlp, nlp}e|m|,+|n|,. (23) 
按 定义 ,此 式 当 m=0 或 n=0 或 m+n=0 时 显然 成 立 ; 在 绚 
[202] 的 情形 , 它 是 (18) 的 推论 . 
最 后 ,在 所 有 整数 的 集合 荆 上 可 由 公式 
dim,n)= |m-n|, (24) 
让 区 一 个 距离 .距离 公理 的 验证 直接 来 自 定 义 和 关 系 式 (211)， 
(23). db (m,n) 称 为 m,n 之 间 的 p 进 距离 . 
P 进言 离 具有 与 通常 上 距离 | m - | 差异 极 大 且 看 起 来 十 分 奇 
怪 的 性 质 . 如 果 非 零 整数 a 不 被 p 整除 , 则 对 所 有 nn 二 0 有 | ar |， 
=1. 另 一 方面 , 当 n 趋 于 + wm 时 ,|p"|, =p-" 收效 于 0, 这 还 表 
明 ,对 于 两 个 不 同 的 素数 p,q ,距离 d, 与 d。 是 不 等 价 的 . 


s、 傅 里 叶 级 数 


A. 三 衣 级 数 和 傅 于 时 系数 


我 们 假定 已 知 区 间 [a ,8] 上 连续 冰 数 级 数 
folx) + flr) + thx) + (1) 
的 两 个 基本 性 质 : 
( 如果 4o+ 41+…+4 +…( 对 所 有 nm ,4 0 是 收 租 数 
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项 级 数 , 且 对 所 有 xE[la,t] 有 | 所 (sj 二 4d,, 则 级 数 (1) 在 
a,b 上 一 致 收 襄 ,从 而 其 和 所 x) 在 La ,5b] 上 连续 . 


i) 在 间 样 假定 下 ,有 
6 站 s 让 
[feds = | folx)dz+ [f(z)dz+ e+ [f(z)ds 
+ (2) 


其 中 右边 级 数 绝对 收 襄 , 且 
[ [Fx) | dx — a)(Adot+Al+ :+A 二-…')， 
形 如 


a0t+ (ocos2ns + bsin2Aar) + 
+ {a,cos2nmny + bsin2mnx } + (3) 
的 级 数 称 为 局 期 为 1 的 三 和 级 融 , 如 果 此 级 数 在 点 + 马 R 处 收 
伍 , 则 它 对 所 有 点 x + m 收 铬 (Cm 是 整数 ), 且 具有 同样 的 和 .如 
果 它 对 所 有 点 “E [0,1] 收 化 , 则 它 在 隶 上 上 收 伍 ,上 且 其 和 flx) 是 
周期 为 1 的 周期 函数 , 即 Psx+1l)=rx). 
我 们 特别 来 考虑 级 数 
| ae|l + 人 ai + bl)+ (las +|a2 + + (| a | +| 加 | +… 
(4) 
收敛 的 情形 . 由 于 | eoa2rnx ,<1, |sin2xnx | 过 1 所 以 级 数 (3) 


绝对 并 一 致 收 伍 , 且 其 和 . 扎 *) 在 及 上 连续 并 具有 周期 1. 此 外 ，[203] 


值得 注意 的 是 ,可 以 傅 助 f(x) 表示 系 雪 ok 和 加. 这 是 下 面 的 称 
为 正 变 性 公式 的 推论 : 
对 所 有 整数 ms 


| cos2zrmtxy "Bin2Anr dx = OO: (5) 
对 整数 训 ,n,mz¥n， 
| cos2xmr cos2rnr ds = 0, | sin2xmzxsin2nnz dx =0; (6) 
对 m0, 
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i 2d 


1 i 
| co8 2Amrdx = 二， | sin 22xmxdx = (7) 
0 0 


这 些 公式 可 直接 从 经 典 二 和 佣 公 式 


1 
2 
cost sinb = 方 (sin(a + hb)+sin(b— a)), 


COs acosp = 方 (cos(a +b)+cos(g — $b)), 
singsinb = — 3(cos(a +b)-costa—b)) 
以 及 下 列 事实 推出 ;对 非 零 整数 p， 
| cos2xpx dx =0, 


1 
| sin2nxpx dx =0. 


于 是 在 级 数 (4) 收 合 性 的 假定 下 ,就 有 借助 f(x) 给 出 (3) 的 系数 
的 情 里 叶 公 式 ; 


好 0 = | f(x)ax, 
tn =2| 7(z)eoszmmzdxynz1， (8) 
bn, = 2 | 7(z)sin2rnxdx ,n>1. 
事实 上 ,作为 性 质 (从 的 推论 ,为 计算 积分 
| (xz)eos2xnxaz， 


以 cos2rrmx 匀 级 数 (3), 它 能 恶 项 积分 ,其 结果 可 愉 公 式 (5)， 
(6),(7) 得 到 .积分 

| f(x)sin2rnwds 
能 以 同样 方法 计算 . 


对 0,1 上 每 个 连续 函数 帮 x)( 但 不 假定 它 是 级 数 (3) 的 和 )， 
[204] 由 公式 (8) 定 义 的 系数 ga0,a, ,b(n 宕 1) 称 为 了 的 侍 里 叶 系 数 . 
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当 了 具有 连续 导数 ' 时 ,也 可 确定 了 ' 的 傅 里 叶 系 数 : 
40 = | 7 ‘(x)dx, 
a =2| f° (x)oos2rnrdr ,nl, (9) 


1 
b,” =2| fC)sin2rnzds ,nl. 


而 且 这 些 系 数 与 了 的 传 里 时 系数 之 间 有 下 列 关系 : 
an =f(1) - f(0), 


fn = -7 1， (10) 


ba = Fan 一 260 ).n=1, 
这 些 关 系 可 简单 地 通过 分 部 积分 来 证 明 , 删 如 ， 
on =2| f(x)eos2rnzds 


= [过 1 f(x) Sin 2 re ] -去 | fF '(x)sin2xnxdx. 


B. 情 里 叶 级 数 的 收 剖 性 


对 [0,1] 上 每 个 连续 函数 f, 一 当 我 们 构 作 f 的 情 里 叶 系 数 
(3) 后 ,就 能 考虑 相应 的 三 角 级 数 (3). 我 们 称 它 为 了 的 情 里 叶 级 
数 , 立 即 提出 两 个 问题 :此 级 数 是 否 收 合 ? 如 果 它 在 点 x 处 收 
化 ,其 和 是 否 为 fx)? 

当 仅 仅 假定 为 连续 时 ， 这 是 十 分 困难 的 问题 .人们 一 直 
等 到 1873 年 ， 才 发 现 连 续 函 数 其 傅 里 时 级 数 在 某 些 点 不 收 误 
的 便 子 ; 直到 1966 年 ， 才 能 证 明 这 些 点 仅 构 成 某 种 意义 上 
“可 忽略 的 ”集合 ， 而 了 的 情 里 时 组 数 在 其 余 点 处 收 敏 并 具有 
和 F(x). 

我 们 将 中 于 级 数 (4)!( 其 项 为 了 的 铺 里 叶 系 数 的 绝对 值 ) 收 
敛 的 情形 . 此 时 如 我 们 在 A) 中 所 见 , 情 里 叶 级 数 (3) 对 每 个 
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. 尖 代 数学 :为 了 大 类 心 斩 的 菜 竣 


xz 各 及 收 贷 , 且 其 和 为 一 连续 周期 函 数 g(x). 还 剩 下 证 明 = 了 
我 们 应 用 从 几何 级 数 直 接 引 出 的 辅助 级 数 


2 (11) 


上 上 式 对 所 有 满足 + = |z1<1 的 复数 : 成 立 . 如 果 令 
z =rteo8t + isint ), 
则 有 
= Feosnt + isinnt) 

(这 是 科 区 和 和 桂 莫 弗 于 18 世纪 初 证 明 的 公式 ). 取 111) 两 边 的 实 
部 ,得 关系 式 

计 二 < 1 + 2{reost + r/cos2t + + Foosnt + "")， 

{12) 
[205] 右边 的 级 数 ( 对 固定 的 r<1) 在 及 上 一 致 收 敏 .对 0<r<1l, 令 
B(x)=— = 


l+ rr -2reorx 
=1 + 23 rr cos2rnax. 《 1) 


它 是 在 R 上 和 连续、 周期 为 1 的 周期 函数 ,并 具有 下 列 性 质 ， 
(1) 对 所 有 xER,g,(x) >0, 事 实 上 ,作为 上 面 (11) 式 后 所 
作 演算 的 推论 ,(13) 中 的 分 母 不 是 别 的 ,而 是 
11 -rtcos2rx + isin2rx )12. 
ti 对 每 个 满足 0< 6 < 1/2 的 数 8 和 满足 5<* 志 1-$ 的 
所 有 xx ,有 cos2rx < cos276 ,因而 
1 + 天 -2rcoe2mrx 1+r2_-2reos2r 
= {1—r)+drsin nad 
4rsin:nd ， 
于 是 当 8<x<1-5 时 ,有 
1—r* 1 - r 


i， 
" drainind 2rain2r8 


(14) 
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i) 上 @ (x)dx=1. 
事实 上 ,(43) 右 边 的 级 数 可 逐 项 积分 ,而 除 第 一 项 外 所 有 积分 都 


等 于 零 ， 
建立 这 些 结果 后 ,让 我 们 构 作 下 而 的 画 数 : 


F(x)= | ex -fdr. (15) 
对 所 有 xx 所 及 和 所 有 1E[0,1], 有 


Bx — 01) = 0) +2E ry( cos2rn(s ~ £). {16) 
由 于 |f(t) 1 MD ,我们 有 
[rf(t cos2rn (x — 1) | < Me, 

因而 (16) 右 边 的 级 数 一 致 收 雍 ,从 而 能 逐 项 积分 .我 们 得 到 

F(x)= | fea +2Er | fC)eo82rn(s - dtr. (17) 
由 于 

cos27rm( YX — 1) = corne cos2nnt + sin2nnx sin2rnt ， 
由 (8) 得 


， . 
2| ApDeos2mm(s 一 上 di = anco82rner + Bin2xrnyx ， 


从 而 最 后 有 


F(x)= a0+ Dr (ancos2rns + basin2rnx). (18) [206] 
这 样 ,如 果 证 明 下 列 1),2) ,关系 
fix)}= a0+ Dancos2rnz + bnsin2nnx ) (19) 


就 得 证 ， 
1) 当 r 趋 于 1 时 ,(18) 右 边 的 级 数 趋 于 了 的 铺 里 叶 级 数 ， 
2) 当 r 赵 于 1 时 ,对 所 有 yxE[0,1i, 扩 (xs) 趋 于 f(x). 


QD 【0,1] 上 所 有 连续 函数 者 是 有 界 的， 
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1) 的 证 明 ,(18) 与 119) 右 边 级 数 之 莽 为 
> (1 -rm )(acos2nnr + hsin2xnx ). (20) 
给 定 一 个 数 。>0, 存 在 自然 数 N ,使 得 
六 (|m + | 本 |)》<e， 
因 之 
| 六 (1- mm)(ancos2xnz + busin2xnz)| <2e. (21) 
另 一 方面 ,对 1< ks N, 有 
1-=(l r+rrtrnt+r eeN(i-r). 
如 果 令 
4 = 三 (| as| + | 加)， 
则 有 
之 (1 (ancos2nny + Bansin2rnx )| AN(1- r). (22) 
于 是 从 (21),{22) 得 知 ,对 于 级 数 (20) ,有 


| 2 (1 ~ (Aa.cos2mrney + bsin2xne ) | aAN(] -rr)+2e. 


(23) 
这 样 , 当 r 充分 接近 1 以 致 1 -ra<s/AN 时 ,(23) 的 右边 的 上 经 
为 3 ,这 就 完成 了 证 明 . 
2) 的 证 明 , 固 定 一 个 数 xE[0,1], 并 假定 给 定 一 个 e > 0. 
由 于 了 连续 ,存在 数 人 ,使 得 0<8G<1l2 且 对 > -3 二 sxY+ 生 
有 
[f(x) -所 站 | se. (24) 
{如果 x -8<0 或 x +6 >1, 则 必须 分 别 在 上 述 条 件 中 以 0 民 
禁 x -8 或 以 1 代替 x +5.) 注 意 , 作 为 B(x) 的 性 质 仙 的 推 
论 , 我 们 能 写 


f(x) = | @, (x f(x)dt. 


一 232 一 


一 HT pT PPE sd pre rr P| - -一 


为 证 实 这 一 点 , 庶 用 下 述 事 实 :对 每 个 在 及 上 连续 且 周 期 为 1 
的 局 期 晴 数 上， 
1 +] 
| hla = [YY h(a (25) 
对 每 个 a ER 成 立 .如 果 a =n 是 整数 ,只 须 注 意 由 周期 性 , 变 
量 蔡 换 :=n+w 给 出 
n=-l] 1 il 
| Ab)dt = | An udr = | Cada， 
如 果 对 某 个 整数 n,n<a<n+1, 则 
| = | a + | 下 《村 
通过 变量 替换 :=y+1 得 
| h(i)dt = | y+ ldy = [aar, 
这 就 给 出 (25) . 
由 (25) 得 
f(2) -Fx)= | Bx F(x) -fds. 
为 简单 起 见 , 写 g(t,x) = 号,(x ,1)(f(x) -了 f(t)). 热 后 有 
| er.) = | glt,x)di+t [ga)dt + | els)dt. 
(25) 
《如 果 x*- 人 <0 或 xs+G>1, 则 分 别 取 消 第 一 或 第 三 项 ,而 在 第 
二 项 中 分 别 用 0 代 着 x -人 或 用 1 代替 x+1.) 


我 们 分 别 考虑 (26) 中 三 项 积分 的 上 界 .已 知 B(x -1)>0， 
故 由 (24) 得 到 


[Cs — F(x) -fd ] < [A ~ 上 dz ee, 


因为 
工 一 避 心 
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男 一 方面 ,作为 (14) 的 推论 ,有 
| Bi DGUGO A) 2M ss, 


对 于 展 布 在 x +5 到 1 上 的 积分 ,也 有 同样 的 上 界 . 
最 后 ,如 果 > 1x2 ， 人 
[fx)}— F(x ) | <e + 2M 3 
如 果 r 接近 1 致使 r >12 与 

| . ,£3in nO 

Te 地 肢 时 

则 | x) -F(x)| < 2e ,从 而 (19) 得 证 . 
C. 伯 努 利多 项 式 的 傅 里 叶 级 数 


我 们 记得 (第 四 章 附 录 4) ,对 每 个 自然 数 n ,已 定义 n 次 伯 
努 利 多 项 式 orfx). 我 们 提 一 下 它 的 一 些 主要 性 质 ; 
对 kl1, Parr1t0) = garrll)}=0, 


LT (27) 


nd < 


PO) = gatl) =( -1)*+1B,; (28) 
对 2， Pntt)= npn 1(X). C20) 
最 后 ,我 们 有 
P(X) = 和 -_ 汪 ， 


所 以 gp'1(x)=1. 
这 些 公式 以 及 公式 (10) 直 接 确定 gp。 的 伟 里 叶 系 数 . 对 于 
91; 有 


dn=0,n0:b,= -——. (30) 
对 于 所 有 gp, ,我 们 有 
ao= | nlx) dx =0, 
因为 它 可 写 为 
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1 ffi， 1 _ 
| Pre) ds = patitl) pn + 1 0)) 0, 


最 后 的 等 式 是 由 于 (28) 式 ， 
另外 的 僵 里 叶 系 数 由 (30) 以 及 用 公式 (10) 关 于 n 归纳 地 
推出 .对 gzs(x), 我 们 有 
ds = — 1)t+] 
而 对 par 11(x), 则 有 
@, =0, = (Dt+12(2E+1)! 


(2m tl 
由 于 对 于 从 下 关 2 起 的 所 有 多 项 式 pw (x ) ,级 数 
Dlasl + 1b,!) 
收 伍 ,我 们 就 容易 地 得 到 了 第 四 章 附 录 4 中 的 方程 (14) 和 (15). 
D. 康 托 尔 问 题 
可 能 发 生 这 样 的 情形 :三 角 级 数 (3) 对 所 有 x ER 收效 (但 


2728 1 _0， 
(Zan)2t "0 


不 绝对 收敛 ) ,但 其 和 不 一 定 连 续 ,因而 积分 (8) 可 能 没有 意义 . [209] 


例如 ,级 数 
- 1 

之 ， w logr 
就 是 这 种 情形 ,因此 三 角 级 数 概念 比 博 里 叶 级 数 概念 更 一 般 . 这 
是 由 黎 曼 首次 考虑 的 ,他 证 明了 下 述 定理 :如 果 级 数 (3) 对 所 有 
x* 收 伍 且 其 和 为 零 , 则 所 有 系数 mms, 加 都 为 零 . 康 托 尔 试图 知 
道 , 如 果 假 定 级 数 (3) 除 一 个 全 合 至 的 点 之 外 收 伍 且 其 和 为 堆 ， 
上 述 销 论 是 涯 仍 为 真 . 正 是 这 个 问题 把 他 引 向 及 的 任意 子 集 的 
研究 ,特别 从 这 些 子 集 的 序 结构 或 拓扑 的 观点 来 研究 . 但 是 他 很 
快 放弃 了 量 韧 提出 的 问题 ,而 它 至 今 仍 未 完全 解决 . 


Sin2 Mh 
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第 六 章 
关于 "数学 基础 的 问题 和 假 问题 


我 担 我 可 以 说 ,前 面 三 章 所 作 的 阐述 内 和 初 了 我 在 引 可 中 概述 
的 岗 要 ;表明 当 仿 数学 对 象 的 " 抽 音 "性质 如 僻 来 自己 解决 既 典 问 
题 光 目的 而 于 1B00 至 1930 年 间 发 明 的 考 法 , 井 且 引出 这 样 的 认识 

- 它 由 于 我 下 能 过 多 进入 技巧 细节 面 受 到 限制 即刻 令 这 些 
市 法 以 真 它 们 所 应用 到 的 对 和 象 的 效用 比 以 往 任 何 时 候 帮 要 巨 支 . 

我 们 以 整 学 的 “假设 - 痪 星 " 观 仿 开 始 , 怕 接力 已 摘 述 过 这 
一 现 查 ,而 葡 几 里 得 则 在 他 的 几何 原本 中 把 它 付 诸 实 践 . 然 
后 ,可 以 这 和 芯 谨 ,我 们 牙 过 许 密 个 世纪 ,看 到 怕 施 和 和 希 汞 伯 特 如 
和 何 对 上 几 何 学 给 出 这 十 玩意 的 一 种 完全 精确 的 形式 , 它 几 和 平 京 麟 
被 恤 们 的 同 攀 和 直接 继任 者 拓 广 到 数 尝 的 所 有 学 支 , 以 至 可 以 
说 它 已 成 为 当今 数 革 家 的 常规 棵 作 手 上 臣 . 

在 这 样 僚 的 时 候 , 我 们 略 去 了 1300 至 1930 年 这 个 阶段 的 
整个 另 一 方面 并 对 它 保 持 扰 默 ,这 就 是 :这 是 一 个 一 一 正如 我 们 
所 强调 的 一 一 在 便 造 新 下 论 方面 异 帝 语 有 成 果 的 时 代 , 但 也 是 
甘于 数学 本 性 的 怀疑 和 争执 达到 高 几 的 时 代 . 现 在 本 了 历史 学 
豪 和 哲学 家 外 .由 这 些 怀 县 和 争执 引起 的 鲜 论 已 狠 少 有 类 感 副 
兴 题 ,总 而 ,这 些 辩论 以 17 和 1 世纪 美 于 "无穷 小 "的 争 认同 幸 
的 方式 ,在 数学 语言 不 断 增 长 的 精确 化 方面 贸 下 了 正面 的 效果 ， 
特别 是 , 它 为 数理 逐 辑 在 功 世 志 申 的 巨 太 进步 开膛 了 道路 , 

如 骤 们 在 第 五 章 开 央 所 说 , 正 是 数学 家 甘于 数学 对 象 率 性 
的 认识 在 1800 年 以 后 发 生 了 变化 . 许 才 数学 家 已 不 你 他 们 的 前 
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化 那 样 满足 于 运用 17 世纪 中 银 造 的 工具 所 能 取得 的 巨人 胡 的 
前 进步 伐 , 并 认为 它 足以 确定 这 些 方法 所 依据 的 各 种 原理 的 让 
效 性 ,而 是 提出 其 "真实 性 "已 被 宣称 为 确实 无 疑 的 这 些 原理 的 
真正 意义 何在 的 问题 .如 果 我 想 用 一 句 话 来 概括 这 一 阶段 各 种 
观念 着 入 的 方式 ,那么 我 要 说 , 它 的 本 质 在 于 首先 在 几何 学 然后 
在 数学 的 其 余部 分 逐步 抛弃 “ 显 见 为 真 "的 观念 ， 


i1. 非 欧 几何 学 


.平行 公设 


我 们 说 过 (第 三 章 , $4),17 和 18 出 纪 的 数学 家 关于 几何 
公设 的 态度 与 柏拉图 和 欧 几 里 得 的 态度 极 不 相同 ,在 后 者 仅仅 
谈 到 “假设 "或 “规定 ”的 地 方 ,前 者 要 在 其 中 着 出 “真理 ” ,而 不 去 
解释 这 种 特征 如 何 能 在 应 用 于 一 一 如 同 罗 巴 切 夫 斯 基 所 说 一 一 
“自然 界 中 不 存在 的 "概念 的 命题 中 看 出 ;他 们 正确 地 指南 “几何 
学 一 开始 所 用 的 语汇 ”就 是 含 类 不 清 的 . 用 康德 的 说 法 ,这 些 公 
设 是 “ 先 验 综合 判断 " ,它们 可 使 哲学 家 满意 ,但 无 助 于 数学 家 精 
确 表 达 他 们 的 想法 ， 

这 样 ,在 接受 由 儿 何 公设 撒 绘 的 几何 对 象 的 性 质 与 它们 在 
自然 界 中 “形象 "的 性 态 之 间 完 美和 谐 方 面 有 着 普遍 的 共识 . 例 
如 ,对 于 一 条 直线 能 无 限 延 长 这 个 断言 ,除了 显然 性 外 ,看 来 没 
有 什么 人 再 能 找 出 别 的 东西 ;或 许 这 是 由 于 它 对 应 于 人 们 “近似 
地 "并 在 非常 有 限 的 范围 内 以 实验 方式 所 能 做 的 事情 @. 


(D 这 或 许 也 有 由 于 ,虽然 这 些 公 设 本 身 没有 令 人 信服 的 “原始 " 形 佘 ， 
但 因 其 逻辑 推论 提 殿 了 与 经 验 十 分 相符 的 自然 科学 模型 ,因此 其 “真理 
性 " 带 元 困难 地 被 接受 .关于 “质点 "动力 学 的 和 牛顿 定律 也 有 类 似 的 情形 ， 
虽然 它们 本 身 的 存在 性 多 包 少 少 难以 证 明 , 但 却 能 从 中 导出 大 重 完全 洲 
意 地 静 释 "现象 的 结论 . 
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人 ( 光 了 人 本 必 要 的 荣 焕 


然而 , 欧 几 里 得 有 一 个 “规定 " ,即使 在 古典 时 代 也 已 成 为 讨 

[212] 论 的 主题 ,这 就 是 著名 的 "平行 公设 ", 它 最 后 被 称 为 " 欧 几 里 得 

公设 .在 平面 上 给 定 一 个 不 在 直线 A 上 的 点 4 ,容易 作出 一 条 

过 点 4 且 平 行 于 4 的 直线 4 :只 须 [ 如 图 45) 作 垂直 于 A 的 直 

线 AB ,再 在 点 4 处 作 重 直 于 485 的 直线 4' .直线 A' 不 可 能 与 入 

相交 ,因为 否则 两 条 垂直 于 AB 的 不 同 直线 就 会 通过 4 与 4' 的 

夜 点 ,而 这 同 先 前 的 定理 ( 欧 几 里 得 ,几何 原本 》, 第 工 着 ,命题 
27) 相 了 矛盾. 


了 


欧 几 里 得 公设 所 断言 的 是 :4' 是 通过 点 4 自 平 行 于 A 的 唯 
一 的 直线 ;至少 如 今 它 是 这 样 陈述 的 . 欧 几 里 得 以 比较 肯定 的 形 
式 表述 这 一 性 质 :如 果 在 由 直线 DD 的 一 俩 的 点 构成 的 半 平 面 
中 ,两 条 半 直 线 AX1, BX2 分别 与 D 的 线 眉 4B 构成 角 。 ;上 ,有 是 
a ,BB 之 和 小 于 两 直角 (图 46) , 则 这 两 条 半 直 线 具 有 交点 性 几何 
原本 少 ,第 工 着 ,公设 5). 

图 45 中 过 点 4 平行 于 A 的 直线 的 唯一 性 可 由 上 述 公 设 推 
出 ;过 点 4 且 使 人 BAX "小 于 直角 的 直线 了 ?与 召 相交 ,因为 
一 BY "与 人 ABX 之 和 小 于 两 直角 .如 果 人 BAXY "大 于 直角 , 则 

[213] 可 对 半 直 线 AY "与 BY 作 相 同 的 论证 . 

尽管 欧 儿 里 得 这 里 涉及 的 仍 是 等 同 于 直线 无 限 延 长 的 肯定 

论断 ,但 因 这 是 接受 位 于 任意 远 距 离 的 点 的 存在 性 这 一 事实 ,所 


图 4 


以 他 在 建立 他 的 主要 定理 时 不 能 没有 它 ,例如 关于 乱 形 的 存在 
考 一 一 每 个 人 都 倾向 于 把 它 独 作 “ 真 理 " 一 一 就 是 如 此 ,事实 上 
《图 47) ,为 作出 以 给 定 的 3 个 点 4 ,了 ,CA4BC 为 直角 ) 为 顶 
点 的 第 形 ,可 在 点 《 处 垂直 于 BC 的 直线 上 取 长 度 等 于 4B 的 
线段 CD ,然后 必须 证 明 ./BAD 和 二 CD4 是 直 骨 .由 于 ABC 
与 BCD 相等 , 且 由 于 AB = CD, 所 以 三 角形 ABC 与 三 角形 
BCD 全 等 ,因而 AC = BD ,三 角形 BMD 与 CDA 的 对 应 边 相 等 ， 
故 一 到 六 与 /CDA 也 相等 ;但 为 什么 这 两 个 角 是 直角 ? 如 果 接 
受 哆 几 里 得 公设 , 则 可 论证 如 下 :如果 B84D 是 锐角 , 则 半 直 线 
AX' 与 BX 相交 ,及 由 于 /ACDAh 也 是 锐角 ,所 以 半 直 钱 DY' 与 
CY 也 相交 ;这 样 直线 XY 与 汉 ' 六 就 会 有 两 个 交点 ,这 是 译 误 的 . 


Yr 由 


[214] 


如 果 人 BA4D 是 钝 和 角 , 则 .BAY' 和 CDX' 是 锐角 ,于 是 同样 的 论 
证 又 导致 矛盾 . 

其 古典 时 代 就 已 出 现 的 反对 上 述 证 明 的 意 扣 ,并 不 涉及 它 
的 正确 性 ,而 是 涉及 在 理解 欧 几 里 得 为 何必 须 在 这 里 引入 一 个 
新 公设 方面 出 现 的 错误 , 即 认 为 应 当 可 能 仪 用 别 的 公理 来 证 明 
该 公设 .在 一 千 多 年 的 历史 进程 中 ,从 普 洛 克 鲁 斯 到 勒 让 德 , 许 
多 数学 家 试图 和 作出 这 种 证 明 , 但 都 以 失败 告终 ,在 18 世纪 , 阶 开 
里 于 1733 年 , 朗 伯 于 1770 年 前 后 开创 了 新 的 策略 ;用 反 证 法 ， 
证 明 ( 不 用 欧 几 里 得 公设 )BA4D 和 .CDA 为 锐角 的 假定 开导 
臻 麻 论 . 他 们 由 这 一 息 定 开发 出 一 长 列 与 经 典 定理 大 相 径 庭 的 
绪论 ,例如 ,一 个 三 角形 的 三 内 角 之 和 再 也 不 会 等 于 两 直角 ,而 
会 依赖 于 所 给 三 角形 的 醒 积 .所 有 这 些 奇怪 的 定理 全 都 与 任何 
不 依赖 于 平行 公设 的 欧 几 里 得 定理 不 相 牙 盾 . 

在 1795 到 1830 年 中 ,这 些 不 断 重复 的 失败 终于 导 教 到 这 
样 的 结果 :有 几 位 数学 家 相信 ,他 们 所 寻求 的 矛盾 永远 不 会 按 
到 ,在 数学 中 留 有 几 种 不 同 几 说 学 的 余地 .但 这 种 信念 与 当时 知 
识 界 普遍 接受 的 看 法 完全 相反 ,这 种 看 法 授予 欧 凡 里 得 几何 学 
与 我 们 的 空间 榴 念 不 可 分 割 的 必然 品 性 .高 斯 从 年 青 时 就 对 平 
行 线 辣 题 感 兴趣 ,到 大 约 1816 年 时 ,他 已 形成 这 样 的 想法 , 即 如 
汉 我 们 接受 与 欧 几 里 得 公设 相反 的 陈述 ,把 它 作为 (柏拉图 音义 
下 的 思想 设 ” ,那么 就 有 可 能 建立 一 种 他 称 之 为 " 非 欧 风 里 得 的 ” 
几何 学 .他 判断 尽管 这 种 几何 学 具有 奇怪 的 性 质 ,但 却 “ 与 自身 
完全 相 容 ". 他 把 自己 的 思索 告诉 了 一 些 朋友 ,但 拒绝 发 表 , 对 催 
促 他 发 表 的 人 他 回答 道 :" 我 十 分 担心 ,如 果 我 和 盘 托 出 自己 的 
观点 ,那些 思 人 们 就 要 穷 喷 咱 .” 

稍 后 ,两 位 数学 家 ,和 铭 牙 利 的 本 波 尔 约 和 俄罗斯 的 W.: 轴 巴 


WD 可 以 证 明 这 两 个 角 为 印 角 的 假定 与 阿 基 米 德 公理 { 见 第 三 章 附 
好 2) 相 政 盾 . 
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FN Hl Ce tobe he a eb pe a 


切 夫 斯 基 省 自 独 立地 得 到 了 高 斯 的 结论 ,两 人 都 大 约 于 1830 年 
发 表 了 按 欧 几 里 得 模型 展开 的 关于 “ 非 菊 几 里 得 ”几何 学 的 论 
著 . 不 过 ,在 大 约 1860 年 之 前 ,大 多 数 数学 家 并 不 知道 这 些 闭 
作 ,而 知道 的 数学 家 也 只 把 它们 判定 为 奇幻 的 ,没有 任何 严肃 的 
内 交 ,不 是 数学 的 一 个 真实 部 分 . 


B， 曲面 上 的 几何 学 


1860 年 后 ,在 微分 几何 的 影响 下 ,情况 发 生 了 变化 .无 庸 置 
疑 , 商 斯 (受到 他 本 人 关于 大 地 测量 和 天 文学 的 许多 工作 的 激 
励 ) 是 第 一 位 蕴 育 出 这 样 想法 的 数学 家 :在 充分 正则 人 的 任 一 则 
面 上 ,一 县 知道 如 何 定义 画 于 三 上 的 一 条 充分 正则 的 曲线 
的 弧 自 的 长 度 , 就 有 可 能 在 王 上 构造 一 种 “几何 学 ” .事实 上 ,人 
们 能 在 这 里 定义 相当 于 欧 几 里 得 平面 上 的 直线 的 对 象 , 它 称 为 
之 上 的 测 地 线 .这 样 的 曲线 厂 为 下 述 性 质 所 刻画 :对 于 下 上 两 
个 互相 充分 接近 的 点 pP,9，, 了 的 位 于 p 与 q 之 间 的 弧 段 在 三 上 
任何 以 p,q 为 六 点 的 曲线 弧 中 是 好 竹 的 ,例如 ,球面 上 的 测 地 
线 是 大 玫 , 它 是 球面 与 通过 球 心 的 平面 的 交 线 , 在 直 圆 柱 面 上 ， 
测 地 线 是 : 

1)《〈《 锁 直 ) 母 线 ; 

2) 垂直 于 所 给 贺 硅 面 的 轴 的 平面 上 出 该 画 柱 面 截 出 的 略 ; 

3) 可 在 该 图 柱 面 上 画 出 的 媒 旋 线 ， 

知道 了 画 于 三 上 的 曲线 的 长 诬 ,首先 就 使 我 们 能 定义 相交 
于 一 个 点 的 两 条 测 地 线 之 间 的 角 特 别 是 定义 直角 (附录 1). 不 
过 ,在 试图 按 殉 凡 里 得 模型 在 上 展开 一 名“ 几何 学 ”时 ,我 们 
几乎 总 要 把 自己 限制 在 一 个 小 区 域 中 ,因为 只 有 在 充分 小 的 集 
合 A 中 , 才 存 在 连接 4 的 任意 两 点 p ,9 且 完 全 包含 于 入 内 的 
一 条 县 仅 存 在 一 条 测 地 弧 . 热 后 此 测 地 线 就 能 有 效 地 定 出 荆 上 


DD 其 精确 定义 见 附 录 1. 
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连接 p 与 4 的 曲线 弧 段 长 度 的 最 小 什 . 这样, 在 4 中 , 欧 几 里 
得 的 第 一 条 规定 《 抑 第 三 章 , 8 4) 得 到 满足 ;第 二 条 关于 测 地 
线段 的 “延长 "也 一 样 ,只 要 我 们 不 打算 作 “ 任 意 的 "延长 .包含 
于 4 中 的 充分 正则 的 图 形 的 “面积 "也 能 加 以 定义 . 

可 是 ,一 般 地 说 ,4 上 的 "几何 学 "必须 到 此 为 止 .这 里 不 再 有 
“全 等 三 角形 的 各 种 情形 "人 ;例如 ,4 中 的 两 三 角形 ,可 能 具有 相 
同 长 度 的 对 应 边 , 但 对 应 的 角 却 不 相等 ,这 是 因为 , 一般 地 说 ,在 
4 中 不 能 有 位 移 , 即 保持 测 地 线 , 长 度 和 角度 不 变 的 变换 . 

然而 在 东 些 (不 同 于 平面 的 ) 曲 面 上 ,确实 存在 这 样 的 变换 . 
这 些 曲 面具 有 传递 性 ,这 意味 着 4 中 测 地 线 弛 pg 能 通过 这 样 
的 变换 之 一 映 为 任 一 县 有 同样 长 度 的 别 的 测 地 线 弧 pg .例如 
球面 就 有 这 种 情形 ,此 处 “位 移 "是 绕 过 球 心 的 … 个 轴 的 旋转 ; 因 

[216] 面 在 这 里 对 于 边 长 小 于 半 个 大 圆 的 三 角形 ,“ 全 等 的 各 种 情形 ” 

仍然 成 立 . 对 于 圆柱 面 这 一 点 同样 成 立 , 只 要 取 4 为 ,例如 , 贺 
柱 面 上 这 样 的 部 分 , 它 投 影 到 底面 上 是 基 圆 的 一 个 弧 但 非 整 个 
基 疾 . 

这 里 要 注意 球面 与 圆柱 面 之 间 的 一 个 基本 差别 :在 圆柱 面 
上 ,三 角形 4BC 三 内 角 之 和 4 + B+ C 仍 等 于 两 直角 ;而 在 球 
面 上 ,不 管 三 角形 取得 多 人 么 小 ,其 内 角 之 和 恒 大 于 两 直角 ,精确 
地 说 ,我 们 有 ( 角 以 弧度 度量 ) 

A+B+C~x- 三 角形 48 的 面积 

其 中 灵 是 所 给 球面 的 半径 . 


(DD 在 辆 柱 面 上 ,部 有 无 穷 多 条 测 地 线 通 过 两 个 不 同 的 点 p,q ,除非 
这 两 个 点 位 于 所 给 加 柱 面 与 一 生 直 于 该 圆 林 面 之 轴 的 平面 相 截 得 到 的 加 
上 . 
地 在 大 多 数 欧 儿 里 得 命题 中 ,并 不 需要 把 一 条 直线 延长 超过 所 研 
究 图 形 中 各 个 线 眉 之 长 的 长 魔 . 

”所 说 “三 角形 "总 以 测 地 琶 为 其 边 . 
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所 有 这 些 实质 上 从 古典 时 代 起 都 早已 知道 ,但 看 来 它 对 
平行 线 问 题 毫 无 影响 ,无疑 这 是 因为 球面 和 圆柱 面 都 不 具备 连 
接任 意 两 点 的 测 地 弧 为 唯一 的 性 质 ,也 是 因为 没有 小 区 域 4 的 
“位 移 " 和 群 台 . 


C. 非 欧 几 柯 检 型 


看 来 古 硕 腊 人 并 未 试图 计算 
除 圆 之 外 任何 平面 曲线 的 长 度 . 
直到 17 世纪 , 才 有 可 能 通过 微 积 
分 提供 可 以 计算 充分 正则 的 平面 
曲线 长 度 的 公式 ; 如同 风 局 长 度 
那样 ,曲线 长 度 定义 为 “内 接 ” 于 
所 给 曲线 的 折线 之 长 当 折 线 各 自 区 4 
最 大 长 度 趋 于 零 时 的 极限 (图 48). 

欧 拉 把 计算 平面 曲线 长 度 的 公式 推广 到 虞 在 通常 3 维 空间 
Rs 中 的 “ 挠 "曲线 (附录 1); 当 他 和 他 的 生 于 歼 曼 之 前 的 继任 者 
谈 到 画 于 一 张 曲 面 3 上 的 一 条 曲线 的 长 度 时 ,他 们 不 管 此 曲线 
所 在 的 上 曲面 , 面 把 它 直接 看 成 嵌 在 RI 中 来 计算 其 长 度 ， [217] 

然而 ,高 斯 的 研究 表明 ,如 果 曲 面 5 可 以 作 保 持 画 于 上 
曲线 长 度 不 变 的 “变形 ”( 例 如 ,* 变 形 ” 直 男 柱 面 的 底 曲 线 而 不 改 
变 其 长 度 ) , 则 必须 把 "变形 后 的 曲面 上 的 “几何 "看 作 与 原 曲 面 
上 的 “元 何 "相同 ;换言之 ,所 给 曲面 谋 入 于 Ra 中 这 一 点 不 再 出 
现 于 计算 之 中 ， 

直到 1860 年 后 , 才 有 人 想到 破除 这 种 定义 长 讼 的 一 贯 程 
序 ,并 想 出 许多 其 他 定义 方法 . 例如 ,让 我 们 考虑 半球 面 工 , 它 
由 会 有 珠 心 的 平面 园 盘 A 所 界定 .4 的 每 个 点 是 球面 上 唯一 


也 球面 上 的 几何 学 和 三 角 学 对 于 计算 天 体位 置 是 必 不 可 少 的 . 
中” 当 进行 位移 "的 “合成 "时 , 道 常 会 越 出 区 域 4. 
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当代 区 举 :汉子 天 注 旋 闫 的 桨 检 


个 点 的 正 交 投 影 ,后 者 是 前 者 的 “ 原 象 “(图 49). 


可 以 规定 包含 于 4 中 的 平面 曲线 y 的 "长度" 为 其 原 象 本 
的 ( 欧 拉 意义 下 的 ) 长 度 , 面 高 斯 的 所 有 论证 对 于 这 种 新 的 “长 度 ” 
定义 都 成 立 , 但 这 样 得 到 的 4 中 的 几何 与 欧 几 里 得 几何 有 相当 
大 的 差别 : 测 地 线 是 三 上 的 半 大 图 的 正 交 投影 , 即 长 轴 是 A 的 一 
条 直径 的 半 椭 加 ,而 “三 多 形 ” 的 内角" 之 和 恒 大 于 两 直角 . 

男 一 例子 是 在 所 谓 “ 平 坦 环 面 " 上 定义 长 度 . 环 面 的 “原始 ” 
形象 可 如 下 作出 ; 取 高 为 h 的 圆柱 面 ,把 它 “ 弯 曲 ” 得 使 两 端的 
两 个 较 烙 在 一 起 (图 50). 可 以 毫 无 潭 难 地 在 数学 上 定义 此 曲面 


国 ~ 
s 人 


《附录 1) ,不 过 其 上 曲线 > 的 "长度 取 为 " 碗 曲 前 圆柱 面 上 对 


应 曲线 ( 欧 拉 意义 下 ) 的 长 度 . 在 数学 上 这 很 容易 定义 (附录 1)， 
但 这 导致 与 欧 拉 的 定义 完全 不 同 的 定 尽 ;例如 ,此 环 面 上 所 有 平 
行 线 具有 相同 的 长 度 h! 此 时 在 该 环 面 上 的 小 区 域 中 ,其 “ 几 
何 与 圆柱 面 上 对 应 区 域 中 的 “几何 "相同 ,特别 是, 三 角形 “内 
角 之 和 恒 等 于 两 直角 . 

或 许 这 些 例 子 看 赵 来 有 点 矫 揉 造作 .稀奇 古怪 .它们 仅仅 是 
蒙受 于 1854 年 在 其 著名 的 “就 职 演讲 "中 引进 的 一 般 概 念 的 非 
常 特殊 的 情形 ,这 一 演讲 直到 黎 曼 谢世 后 的 1868 年 才 得 以 发 
表 . 对 获 曙 而 言 ,曲面 上 的 长 度 概 念 只 遵从 极 少 几 个 解析 性 质 的 
条 件 ( 附 录 1), 而 且 他 的 想法 前 进 得 很 远 ,因为 他 径直 在 他 所 称 
的 ” 维 流 形 " 上 定义 长 度 ,这 里 n 是 任 一 自然 数 . 如同 我 们 普 
经 说 过 的 ( 见 第 五 章 , §5,A, 了 于) ,这 些 “ 获 曼 空 间 ” 对 我 们 的 直 
观 是 如 此 陌生 , 却 最 终 在 当代 物理 学 中 起 着 主要 作用 . 从 我 们 更 
在 关注 的 观点 看 ,显然 必须 强调 获 曼 本 来 并 无 兴趣 宣称 他 的 公 
理 的 “ 显 见 真 实 性 ”; 他 的 就 职 演讲 的 标题 ,如 同 柏拉图 那样 ,只 
所 到 “作为 几何 学 基础 的 假设 ”. 

正 是 这 种 思想 方法 使 贝尔 特 拉 米 DP 和 克 莱 因 于 大 约 1870 
年 能 最 终 把 可 能 仍然 留存 的 对 于 “ 非 欧 几 里 得 "几何 合法 性 的 疑 
虑 一 扫 而 光 , 要 是 这 些 几 何 的 开创 者 把 他 们 的 论证 再 向 前 推进 ， 
他 们 就 会 碰 到 萨 开 里 所 寻求 的 牙 盾 ,那么 本 来 总 是 能 反对 他 们 
的 “信念” 的 .为 证 明 相 反 的 结论 ,贝尔 特 拉 米 和 克 莱 因 求助 于 一 
种 理论 在 男 一 种 理论 中 的 模型 这 种 观念 . 我们 记得 ,最 早 这 样 的 
模型 是 人 们 通过 下 述 途 径 来 建立 坐标 方法 ;提供 一 本 “词典 ”， 
用 它 来 把 政 几 里 得 平面 几何 中 的 任何 对 象 或 关 共 “翻译 "为 由 实 
数 向 (zx ,y) 构 成 的 对 象 或 关系 ,使 得 两 种 理论 之 一 的 任何 定理 
对 应 于 另 一 个 中 的 相应 定理 (第 三 章 , § 8) .在 现在 所 说 的 情形 ， 


他” 看 来 贝尔 特 拉 米 并 不 知道 蒙受 的 “就 职 演讲 ”. 
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[218] 


[219] 


[220] 


当 材 疹 学 ,为 了 大 类 心 敌 的 菜 闪 


贝尔 特 拉 米 和 克 葬 因 是 在 网 几 里 得 几何 中 构造 波 尔 约 和 罗 书 切 


去 斯 基 非 欧 几 里 得 平面 几何 的 模型 . 庞 加 莱 对 他 们 的 模型 作 了 
些许 修改 ,其 "词典 "如 下 所 述 .这 里 左边 写 的 是 * 非 欧 几 里 得 "说 
法 ,而 右边 写 的 是 相应 的 欧 凡 里 得 详 文 ; 

平面 ” 庞 加 芋 半 平面 8( 第 五 章 , § 3,F) 

直线 ”中心 在 Ox 轴 上 的 半圆 或 平行 于 Oy 的 半 直 线 

角 角 

全 | 加 (包含 于 HH 中 的 ) 
包 售 于 万 中 的 曲线 的 ( 非 欧 ) 长 度 可 以 其 用 解析 公式 定义 ( 附 
录 1), 但 可 以 说 ,在 HH 中 点 (x,y) 的 邻 域内 ,小 线段 的 非 驳 几 里 
得 长 度 约 等 于 相应 的 欧 几 里 得 长 度 除 以 y, 这 意味 着 在 Ox 轴 
的 令 域 内 , 非 欧 长 度 变 为 无 穷 大 ,同样 ,在 点 (x ,y) 的 分 域内 ,小 
三 角形 的 非 欧 面积 约 等 于 它 的 欧 几 里 得 面积 除 以 y?. 关于 非 欧 
长 度 的 测 地 线 恰 是 中 心 位 于 Ox 轴 上 的 半圆 和 平行 于 0y 的 半 
直线 ;在 半圆 上 , 张 414, 的 非 欧 长 度 等 于 

log tan 人 2 -log tan 5， 
面 在 平行 于 Oy 的 半 直 线 上 ,线段 B18B; 的 非 欧 长 度 是 
log y2- log yi 

《参见 图 51). 

然后 就 能 检验 欧 几 里 得 诸 公 再 ( 更 好 地 说 ,和 希 尔 伯 特 诸 公 
理 ), 当然 平行 公设 除外 .我 们 注意 到 ,所 有 这 些 公理 的 “译文 "都 
是 栈 几 里 得 几何 中 的 定理 (或 者 ,如 果 我 们 喜欢 ,通过 使 用 坐标 
成 为 实数 理论 的 定理 ). 例 如 , 欧 几 里 得 的 第 一 个 “规定 ”翻译 为 
下 述 定 理 ; 对 于 FH 的 不 位 于 Oy 的 平行 线 上 的 两 个 不 同 的 点 4，， 
42, 有 且 仅 有 一 个 中 心 位 于 Ox 上 的 半圆 通过 所 给 两 点 . 它 可 简 
单 地 证 明 如 下 : 作 414; 的 中 牌 线 4 ,由 于 414; 不 平行 于 0y， 
所 以 4 不 平行 于 Ox, 因此 与 Ox 交 于 一 单个 点 C ,此 点 邑 为 我 
们 要 求 的 半圆 的 中 心 (参见 图 51). 半 加 上 线段 414, 的 "无限 ” 
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第 文章 ” 关 汪 < 芒 学 基 确 "的 癌症 各 要 插 是 


延长 是 可 能 的 ,甚至 阿 基 米 德 公 理 也 能 在 此 半圆 上 加 以 验证 , 因 
为 这 一 线段 不 断 “ 加 倍 " 得 到 端点 42, 43,… ,44,,…, 而 


log tan 2 二 -log tan Pr = n (log tan $2 -log tan PL). 


因而 当 n 无 限 递 增 时 角 mm 趋 于 x( 但 夺 注 意 , 它 永 远 不 会 达到 
Ox 轴 上 的 感 4 ;该 点 不 在 耳 中 ). 

在 继续 演绎 过 程 中 具有 决定 意义 的 因素 是 非 欧 “位 移 ”" 群 的 
存在 性 , 它 就 是 我 们 在 第 五 章 §3,F 中 谈 到 过 的 群 GL+ (2,R); 它 
具有 使 非 欧 长 记 和 角度 保持 不 变 的 性 质 ( 附 录 1) ,并 能 仅 在 非 欧 
螺 高 4 号 ' 与 非 欧 距离 4B 相等 的 条 件 下 把 下 的 两 个 点 4,B 映 
为 另外 两 个 点 A' ,8' .由 于 存在 这 个 群 ,就 能 验证 ,例如 ,“ 三 角形 
全 等 的 各 种 情形 "在 非 欧 意 义 下 成 立 . 

一 旦 所 有 “ 非 欧 几 星 得 ”公理 翻译 为 欧 筷 里 得 定理 ,我 们 就 
能 安心 地 断定 ,从 这 些 公 理 决 不 会 导出 矛盾 ,因为 和 否则 我 们 就 会 
在 "翻译 "它们 中 在 欧 见 蜂 得 几何 里 达到 矛盾 ;而 正如 许 加 药 所 
说 ， 无 人 怀疑 通常 几何 没有 韦 盾 ”. 
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另 一 方面 ,立即 可 以 推出 ,对 于 非 欧 直 线 4 ,在 达 中 存在 无 

穷 多 条 过 不 在 A 上 芍 点 8B 且 “ 平 行 " 于 A 的 直线 ;例如 ,如 果 B 

[221] 在 半圆 4 外 人 制 , 则 只 须 考 虚 所 有 其 贺 心 C' 在 Ox 上 并 且 过 点 B 

和 Ox 上 不 在 A 的 直径 PO 上 的 任 一 点 的 半圆 (参见 图 32). 简 

单 计算 表明 ,对 互 中 任 一 非 欧 三 角形 4BC ,其 内 角 之 和 恒 小 于 

两 直角 ,事实 上 我 们 有 

7T-t4+B+ 人 CC) = 4BC 的 面积 ， 

其 中 面积 自然 取 非 欧 意 义 ( 附 录 1). 此 外 ,容易 看 出 和 A4+B+ 

C 能 要 多 小 就 有 多 小 . 也 要 注意 ,在 波 尔 约 - 遇 巴 切 夫 斯 基 非 

欧 几 何 中 没有 矩形 ,因为 如 果 A ,A' 蚌 两 条 非 欧 “平行 " 线 , 那 么 
只 有 一 条 非 欧 直 线 司 时 垂直 于 A 和 A'( 附 录 1). 


T™ 


《全 本 能 位 于 线段 00' 上 ) 
亲 52 


克 菜 因 证 明 ,也 存在 一 种 非 欧 几 何 ,其 中 (如 同 球面 ) 没 有 
平行 线 , 且 任 一 直线 的 "长度 "为 有 界 ,然而 疮 是 只 有 一 条 测 地 
线 通 过 两 个 不 同 的 点 {这 与 球面 上 的 情形 相反 ). 但 是 这 样 的 几 
何 定 义 于 其 上 的 曲面 不 可 能 租 入 到 通常 空间 Ri 中 , 它 只 能 钥 
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入 到 R* 中， 

当 相 信 “ 显 见 真 实 性 的 人 们 不 得 不 接受 非 欧 几何 逻辑 上 的 
合理 性 时 ,许多 人 仍然 认为 ,经 验 能 表明 ,只 有 欧 几 里 得 几何 才 
能 提供 符合 物理 实在 的 空 何 模型 , 浇 加 莱 专 门 对 此 作 了 明确 的 
论述 ,清楚 指出 这 种 想法 是 拜 不 住 的: 匈 验 不 能 证 明基 于 某 种 几 
何 学 的 模型 的 "真实 性 ”, 它 只 能 证 明 该 模型 与 某 种 物理 理论 相 
容 ; 如 果 物 理 理论 有 了 改变 ,那么 必须 改变 几何 模型 以 保持 这 种 
相 容 性 (L191). 


2. 深入 挖掘 数 的 概念 


上 .无 理 数 


直到 文艺 复兴 时 代 ,在 数学 中 ,几何 学 对 别 的 领域 占有 突出 
地 位 是 无 可 竞争 的 中. 我 们 记得 , 欧 几 里 得 觉得 有 必要 把 自然 数 
表示 为 线段 ,他 并 且 用 求解 平面 几何 作 图 的 形式 来 解释 我 们 
归结 为 二 次 方程 的 问题 .代数 和 分 析 从 17 世纪 起 的 突飞猛进 及 
其 在 几何 学 中 的 应 用 ,以 及 欧 几 里 得 方式 的 “纯粹 ”几何 学 有 点 
停 光 的 状态 ,导致 观点 的 改变 . “几何 学 的 严格 性 "继续 得 到 和 
美 ,而 从 19 世纪 初叶 起 ,对 他 们 的 前 辈 的 不 严格 .不 精密 感到 大 
烦 的 分 析 学 家 ,探索 使 无 穷 小 分 析 具 有 他 们 在 几何 学 中 确认 的 
一 连 串 还 辑 推理 那 种 不 可 抗拒 的 特征 ,这 就 是 所 谓 的 “ 回 到 严格 
性 ,其 中 经 历 了 和 作为 分 析 基 础 的 数列 极限 概念 { 见 第 三 章 , 5 9) 
的 建立 .然而 ,1817 年 , 波 尔 查 诺 一 一 这 一 改革 的 杰出 倡导 者 之 
一 一 一 认为 , “纯粹 {或 一 般 ) 数 学 由 算术 、 代 数 和 分 析 组 成 ”而 几 
何 只 是 一 个 “应 用 (或 特殊 ) 部 分 ”. 

代数 和 分 析 的 基础 概念 必定 是 教 ( 即 我 们 所 用 的 实数 ), 事 


QD 这 种 突出 性 的 一 个 证 据 是 “几何 学 家 ”这 个 名 称 ;直到 19 世纪 未 
之 前 , 它 一 直 用 来 指 所 有 数学 家 ,其 至 包括 并 不 涉足 几 知 学 的 数学 家 ! 
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当代 熬 学 :为 了 人 类 心智 的 碌 所 


和 实 上 ., 柯 西 1821 年 的 "分 析 教 程 即 从 这 个 概念 开始 ,他 确实 只 


限于 说 “ 数 由 量 的 绝对 度量 导出 '……: 并 在 前 面团 以 + 号 或 - 
允 ,并 不 加 证明 地 列举 了 数 的 运算 及 其 性 质 .这 样 ,除了 明确 地 
陈述 了 对 微 积 分 的 “严格 "证明 不 可 或 缺 的 "区间 套 原理 ”( 第 三 
章 ,§6) 外 ,他 与 笠 卡 儿 和 和 牛顿 (他 们 的 想法 与 驳 几 里 得 《几何 原 
本 3 第 V 卷 直接 相 联 ) 停 留 在 同 - :水 平 上 .由 于 柯 西 并 未 给 出 “区 
间 套 原理 的 任何 证 明 , 人们 或 许 会 想 ,他 基于 几何 解释 认为 这 
是 显然 成 立 的 ;而 当 高 斯 不 加 证 明 地 陈述 与 这 个 原理 等 价 的 有 
界 序列 最 小 上 界 存在 性 定理 时 ,他 必定 也 抱 有 同样 的 想法 .但 是 
波 尔 查 诺 本 人 在 [817 年 (在 柯 西 之 前 ) 陈 述 了 同一 原理 的 一 种 
形式 ,并 认为 求助 于 "几何 定理 的 显然 性 "以 证 明 数 的 性 质 ,是 
一 种 反对 好 方法 的 不 可 容忍 的 铺 误 ". 他 疝 样 没有 提供 证 明 区 
间 套 序列 公共 数 存 在 性 前 任何 草 的 方法 ,而 只 限于 肯定 这 - - 存 
在 性 没有 任何 不 可 能 之 处 ”1 

事实 上 , 除 几何 学 外 ,人 们 能 从 哪里 找到 无 理 数 “存在 性 "的 
证 骨 ? 占 希 腊 人 已 能 很 好 地 定义 无 理 数 之 间 的 关系 (相等 .不 相 
等 ,项 法 , 见 第 三 章 ,附录 1) ,但 他 们 认可 无 至 数 的 存在 性 . 从 
1820 年 起 ,认为 应 当 置 于 经 典 数学 基础 之 上 的 不 是 古 希 腊 人 的 
几何 构 念 而 是 自然 数 概念 这 种 想法 开始 出 现 . 这 就 是 M:. 欧 姆 时 
于 1822 年 就 已 在 其 雄心 勃 过 的 “ 专 论 " 中 一 开头 所 表达 的 想法 ， 
他 打算 把 此 书写 成 对 整个 数学 相当 于 欧 几 里 担 k 几 和 何 原本 》 的 典 
籍 . 他 在 那里 指责 柯 西 没有 在 自然 数 基础 上 构造 实数 理论 ,然而 
他 本 人 对 此 也 无 能 为 力 . 按 戴 德 金 所 说 , 狄 里 克 雷 曾 断言 任 何 代 
数 或 分 析 定 理 " 可 陈述 为 关于 自然 数 的 定理 ”. 然而 ,直到 1860 
年 前 后 , 才 开 始 出 现实 数 系 的 “构造 ”. 从 我 们 的 观点 来 看 , 它 可 


以 看 成 自然 数理 论 中 公理 式 实数 理论 ( 见 第 三 章 ,附录 2 人) 的 模 


WD 此 书 书 各 为 “Verspeh gines vallkontmen coseducnten Syeiems der 
Mathematik"《 《数学 的 一 个 完备 相 容 系 的 研究 》) .一 一 详 注 
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型 , 恰 如 同 我 们 已 经 看 到 的 在 实数 理论 中 构造 的 ( 欧 几 里 得 或 非 


欧 几 里 得 ) 几 和 何 模型 ( 见 第 三 章 , § 8 以 及 本 章 $1,C) .所 有 经 典 
数学 都 以 这 种 方式 拥有 自然 数理 论 中 的 模型 ,这 就 是 所 请 数学 
的 算术 化 . 它 在 19 世纪 末了 到 得 如 些 成 就 ,以 至 在 学 生 进 入 大 学 
前 就 要 加 以 传授 ,这 意味 着 他 们 不 得 不 学 刁 今 后 几乎 毫 无 用 处 
的 论证 .我 们 将 限于 在 附录 2 中 福 略 撒 述 戴 德 金 和 梅 雷 - 康 托 
尔 两 种 构造 实数 的 基本 原理 ， 


B， 怪 胎 


尽管 不 能 肯定 其 中 有 必然 的 因果 关系 ,然而 这 些 模型 的 构 
造 必定 使 19 世纪 后 半期 的 分 析 学 家 在 当 暑 他们 所 面 对 的 可 以 
称 为 “ 怪 胎 "的 东西 来 临 之 前 消除 了 疑虑 ,这 里 “ 怪 胎 " 指 的 是 这 
样 的 数学 现象 ,它们 对 于 人 们 的 “直观 "赋予 的 空间 性 质 而 音 是 
完全 不 能 预见 和 全 然 相反 的 . 

年 代 最 早 的 “ 怪 胎 "涉及 曲线 的 切线 .直到 19 世纪 ,“ 平 面 曲 
线 " 概 念 仍然 不 够 精密 .引进 坐标 系 后 ,平面 曲线 看 作 由 坐标 之 
间 的 一 个 关系 式 F(x,y) =0 定 义 ,或 者 ,受到 动 点 辆 道 作 为 
村 间 # 的 函数 的 启示 ,由 一 个 “参数 表示 式 ” 

x= f(ti),y = g(t) 
定义 ;但 消 数 下,f,g 必须 具有 没有 精确 规定 的 “正则 性 ,例如 ， 
出 初等 图 数 "组 成 .无 论 如 何 ,虽然 没有 明说 ,但 看 来 总 能 通过 
铅笔 在 纸 上 的 运动 画 出 平面 曲线 ,这 意味 着 作 这 种 运动 时 在 每 
一 点 都 有 一 个 方向 ". 数 学 上 这 被 表达 为 曲线 在 每 一 点 (可 能 除 
去 有 限 个 称 为 " 角 点 "的 点 ) 存 在 切线 . 

在 19 世纪 初 ,一 旦 连续 函数 概念 得 到 精密 表述 ,所 讨论 的 
问题 就 取 下 述 形式 :定义 在 R 的 一 个 区 间 中 的 连续 函数 y = 
放 x) 可 能 除 有 限 个 点 外 在 该 区 间 的 每 一 点 都 共有 导数 吗 ? 许 
多 入 不 加 讨论 地 承认 是 这 样 . 柯 西 对 这 个 问题 没有 作出 断言 ,在 
绝 大 多 数 场合 他 只 限于 考虑 假定 其 导数 存在 的 函数 . 然而 也 有 
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-一些 人 试图 对 此 加 以 证 明 , 其 中 包 宪 安培 ,甚至 也 有 还 是 商 等 师 
范 学 校 学 生 的 匣 罗 瓦 .然而 ,在 波 尔 查 诺 于 ]830 年 前 后 所 写 的 
- 份 手 稿 !( 它 到 一 个 世纪 后 才 得 以 发 表 ) 中 ,给 出 了 区 间 [e ,5] 
上 的 一 个 连续 下 数 ,可 以 证 明 它 在 该 区 间 的 在 一 点 处 都 没有 导 
数 灾 直到 1875 年 , 才 发 表 了 在 每 个 点 都 没有 导数 的 连续 函数 
的 另 一 个 例子 . 它 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 于 1872 年 开始 的 讲授 中 描述 
的 .后 来 巴 拿 赫 能 够 证 明 , 在 完全 合理 的 意义 下 ,这样 的 函数 比 
可 微 晒 数 “ 多 得 多 "(第 五 章 , 8 4.C). 

这 还 仅仅 是 一 个 开头 ,而 这 类 "反例 " 变 得 如 此 之 多 ,以 至 可 
以 把 它们 写成 整整 一 本 书 .我 们 只 限于 在 这 类 最 为 异 平 寻 常 的 
例子 中 举 出 :在 任何 区 间 上 都 不 等 于 常数 的 可 微 函 数 , 它 在 每 个 
区 而 中 具有 无 穷 多 个 极 大 、 极 小 值 ; 空 间 中 的 一 张 * 曲 面 ” 它 间 

[225] 时 是 三 个 “房间 ”的 通 塘 、 这 多少 难以 想象 1 但 是 ,最 奇怪 的 无 疑 
是 皮 亚 庶 发 明 的 “曲线 ”; 此 “曲线 "由 两 个 连续 函数 
=f ,y= g(t), 0ctel 

定义 , 却 填 淇 了 正方 形 0<xs1,0 二 yy 过 1( 换 言 之 ,对 该 正方 形 
中 性 一 点 (a ,上 5), 至 少 存在 1 的 一 个 值 加 ,使 得 a = f(t0},8 = 
a io). 

这 些 例 子 表 明了 什么 ? 在 我 看 来 ,它们 简单 地 表明 ,在 我 们 
对 空间 的 信以为真 的 “直观 理解 "与 定义 几何 学 的 数学 对 象 的 公 
理 系统 之 问 的 任何 联系 都 完全 是 表面 的 .这 正好 与 17,18 世纪 
数学 家 所 想 的 相反 . 斑 此 ,在 “真理 "这 个 词 通常 所 理解 的 意义 下 
来 谈论 这 些 公理 的 “真理 性 ”, 看 来 是 错误 的 . 


C， 壮 术 的 公理 化 
欧 见 里 得 并 不 认为 需要 对 他 的 kg 几何 原本 》 中 关于 算术 的 几 


出” 波 尔 查 诺 只 说 在 任何 区 间 { 不 符 它 多 么 小 ) 中 都 有 该 本 数 没有 导 
数 的 点 . 
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卷 给 出 公理 式 的 表述 ,这 多 少 有 点 奇怪 :或许 他 相依 ,对 于 毫 无 
异议 地 接受 的 基本 概念 ,再 引进 “假设 "是 没有 用 处 的 ? 中 进 纪 
的 玖 帕 纳 斯 (13 世纪 ) 想 填 平 这 个 缺口 ,但 他 的 公理 系统 是 不 完 
备 的 .一 直到 大 多 19 世纪 中 时 之 前 ,算术 书籍 都 只 是 追随 欧 兄 
里 得 的 写法 .这 个 领域 中 第 一 位 革新 者 是 再 ' 格 拉 斯 嗓 (1861 
年 ). 他 注意 到 ,为 在 正 整 数 信 自然数” 和 集 "中 定义 加 法 和 系 
法 ,只 须 使 用 算 子 n 一 一 n +1; 事实 上 ,如 果 n+m 已 定义 , 则 
我 们 可 定义 


n+(lm+1)=(tn+m)+l. 
对 于 乘法 ,方法 相同 , 取 n*1=n ,而 当 nm 已 定义 , 则 令 
ntm+l1)=n:m+t+n. 


格拉 斯 过 由 此 出 发 证 明了 如 法 的 结合 性 和 交换 性 , 习 法 的 结合 
性 和 交换 性 以 及 它 关 于 加 法 的 分 配 性 .向 如 ,为 证 明 ga + (b+c) 
=(e+a)+ec, 他 注意 到 由 加 法 的 定义 ,此 命题 对 于 e = 1 为 真 ， 
而 如 条 e = x +1 而 且 恕 果 我 们 假定 已 证 明 e+(Bp+r)y=r(a+ 
5 +<#, 则 可 有 


a+{(b+e)=at+(tb r(x+1)=a+((b +x)+1) 
=ta+(hb+tx)}+l={((a+b}+x)+1 
=(a+6b)+(x+1)={a +b)+ce, 


我 们 注意 到 ,正如 帕斯卡 时 代 以 来 的 数学 家 所 做 的 那样 ,格拉 斯 
受 在 这 里 陷 含 地 使 用 了 所 谓 递 推 原理 (或 19 世纪 中 所 称 的 * 完 


全 归纳 原理 ”) ,而 没有 陈述 其 一 般 形式 , 即 : 如 果 我 们 想 对 所 有 [226] 


自然 数 n 证 骨 性 质 P{n), 只 须 证 明 P(1) 并 证 明 性 质 P(n) 荔 
请 性 质 P{n + 1). 

当 戴 化 金 于 1872 年 付 印 他 关于 无 理 数 定义 (附录 2) 的 小 
书 时 ,他 还 是 没有 感到 自然 孝公 理 表 述 的 需要 . 稍 后 在 同 他 关于 
无 穷 集 概念 的 研究 相 联 系 时 ,他 才 想 到 这 一 点 ,对 此 我 们 将 在 
$3 中 比较 详细 地 考察 .他 在 那里 建立 了 自然 数 的 一 系列 性 质 ， 
而 皮 亚 诺 于 1889 年 把 它们 作为 一 组 公理 , 现 称 为 皮 亚 诺 公 理 . 
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当 找 数 学 :为 了 人 类 心智 的 某 术 


他 的 表述 与 帕 施 和 希 尔 伯 特 对 于 几何 学 的 表述 (第 三 章 ,§$4) 相 
同 : 李 原 对 象 是 一 个 集合 N* - -个 元 素 1E N* 以 及 一 个 映射 ，: 
N*->N*, 它 们 满足 下 面 3 条 公理 : 

1) s 是 单 射 , 撞 言 之 , 若 s(ta)= s(t), 则 有 a=; 

下) 对 每 个 astz) 天 1; 

下 ) 如 果 EE 是 集合 N* 的 一 个 子 集 ,满足 1 丘 天 和 5 五 )C 
五 , 则 五 = Nt 

当然 , sin) 就 是 一 旦 定义 加 法 后 写 为 n +1 的 元 素 . 公理 
上 [ ) 等 价 于 递 推 原理 ( 取 EE 为 使 得 Ptn) 成 立 的 nEN* 构 成 的 集 
合 ), 以 戴 德 金 为 榜样 , 皮 亚 诺 证 明 他 陈述 的 公理 蕴涵 网 几 里 得 
和 格拉 斯 蝇 关 于 N* 的 元 素 所 技 述 的 全 部 性 质 , 他 还 证 明了 两 
个 结果 ,它们 可 以 说 和 证实 了 数学 家 给 予 自 然 孝 及 其 性 质 的 唯一 
地 位 : 

1) 如 果 (N'* , ,5 是 满足 公理 开 ), [[), 卫 ) 的 男 一 本 原 
对 象 组 ,出 存在 一 个 且 只 有 一 信 一 一 映 梨 F:N'*->N'* ,使 得 

Fl)=1 CAFCn) = 天 下) 

如 果 把 皮 亚 诺 公理 看 作 定 义 一 个 结构 【第 五 章 ，83)， 那 么 
可 以 说 如 果 两 个 结构 满足 这 些 公理 , 则 存在 其 中 之 一 到 另 一 
个 的 唯一 的 同 构 ;或 者 用 不 大 精确 的 说 法 ， 只 有 一 个 自然 数 
集 . 

2) 所 述 三 条 公理 中 任何 一 条 都 不 是 其 余 两 条 的 推论 ,其 证 
明 通过 作出 满足 这 些 公理 中 的 两 条 而 不 满足 第 三 条 的 3 个 本 原 
对 象 来 实现 中. 


地 ”对 于 满足 LI),I) 但 不 满足 芽 ) 的 例子 ,只 须 取 集合 N* 为 本 原 集 ， 
但 令 *tay =m+2. 对 于 满足 I), 国 ) 但 不 满足 I ) 的 例子 , 取 由 三 个 元 率 
槐 成 的 集合 = 11 ,a,b| 疙 本 原 集 ,并 令 5(1)=a,s(a)=5,s{8)=1. 最 
后 ,对 于 满足 五 ), 灵 ) 但 不 满足 了 ) 的 例子 , 取 同 一 集合 让 ,但 令 {1) = a， 
(227) 二 
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我 们 注意 到 从 皮 亚 诺 公 理 推 出 的 自然 数 的 一 个 重要 性质 . 
自然 数 的 每 个 非 空 集合 4 存在 关于 自然 数 通 常 序 关系 的 最 小 
元 素 9 


3。 无穷 集 


入、 无穷 集 与 自然 数 


从 词 源 学 来 说 , 无穷" 是 “有 限 " 的 否定 名, 按 人 们 的 直觉 ， 
有 限 集 就 是 可 以 数 出 其 对 象 的 集合 ;从 数学 上 说 ,一 旦 在 皮 亚 诺 
公理 基础 上 建立 了 自然 数理 论 ( 本 章 §2,C), 有 限 集 FF 就 成 为 
满足 下 述 条 件 的 集合 :存在 下 到 N* 中 由 满足 1 和 <m 志 n 的 数 普 
构成 的 子 集 Z 上 的 一 个 一 一 上 映射 .自然 数理 论 表 明 , 对 于 pz 
9 ,不 可 能 存在 Z, 到 Z, 上 的 任何 一 一 映射 ,因而 数 = 是 唯一 确 
定 的 ,这 就 是 下 的 “元 素 个 数 " 或 "基数". 更 不 容 置 疑 的 是 ;不 可 
能 存在 N* 到 基 个 集合 Z, 上 的 一 一 脆 射 , 挠 言 之 ,在 自然 数理 论 
中 ,N* 是 无 穷 集 ， 

有 可 能 不 用 皮 亚 诺 公 理 来 构造 有 限 集 理论 :我 们 只 须 说 , 玉 
是 有 限 的 ,如 果 不 存 在 下 到 任 一 元 素 a EF 的 补 集 F \ joj 上 
的 一 一 鼎 射 .然后 就 可 使 用 这 一 定义 与 “朴素 "集合 论 的 运 
算 一 一 并 、 补 集 和 积 集 (第 五 章 , $3,B) 一 一 来 展开 欧 几 里 得 算 
术 而 不 必 提 及 无 穷 集 ， 

反之 , 欧 几 里 得 几何 学 必须 含有 直线 上 点 的 集合 为 无 穷 的 
假定 ,因为 两 个 点 之 间 总 有 另 一 个 点 ,只 例如 取 线 段 中 点 的 运 等 
本 以 无 限 地 重复 进行 .由 于 亚 里 士 多 德 不 承认 无 穷 集 { 或 他 所 说 


WD 只 须 考 虚 4 是 有 限 的 情形 ,因为 如 果 eE4 ,我 们 只 须 证 明 满足 
na 的 自然 数 nE A 的 集合 A' 具 有 最 小 元 素 ; 然 后 可 对 4' 元 紊 的 个 数 进 
行 归 纳 论证 . 


人 ”此 处 不 考 赔 "无穷 " 一 词 有 时 具有 的 “没有 限度 "这 个 意义 ， 
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.228， 的 “ 实 无 穷 "*) 的 存在 性 ,他 我 到 了 一 条 出 路 , 即 声 称 “ 线 不 是 由 
点 全 成”, 换言之 ,不 能 谈论 直线 上 点 的 集合 ! 鉴于 亚 里 士 多 德 
的 声 玲 ,可 以 指望 发 布 这 个 囊 令 只 是 机 的 门徒 所 为 ,因为 这 是 思 
维 混乱 的 一 个 很 好 例子 :按照 他 的 "论证" 付 物 理学 》, 区 ,1， 
231°21 一 232522 久 ) ,一 个 点 应 当 同 由 该 点 所 界 的 半 直 线 上 的 点 
“ 相 接 触 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 它 只 能 同 该 点 的 一 个 “部 分 ” 
“ 相 接 触 ,而 点 "没有 部 分 "1| 这 个 所 谓 的 “接触 "完全 是 作者 捍 
造 的 , 它 并 未 出 现在 任何 公理 中 ;他 把 线 同 实在 对 铺 混 肖 在 一 
起 . 

声称 证 实 了 这 个 关于 ”“ 实 无 穷 " 禁 律 的 比较 严肃 的 论证 或 许 
可 以 在 贫 利 暗 的 论著 中 找到 ;如 困 我 们 把 每 个 自然 数 mn 与 其 平 
方 n? 配对 ,就 定义 了 (用 我 们 的 语言 )]N* 到 N* 的 一 个 真子 集 上 
的 一 个 一 一 映射 .但 基 , 和 优 利 路 写 道 ,如 困 自 然 数 平方 与 自然 数 
一样 多 ”, 那 就 会 违反 “整体 大 于 部 分 ”的 公理 ;因此 我 们 不 能 说 
上 自然数 构成 一 个 集会 ! 令 人 惊讶 的 是 , 柯 西 仍然 先 许 地 援引 上 
述 论证 .但 在 1851 年 ,出 现 了 波 尔 查 诺 的 遗 著 《无 穷 的 悖 论 》 这 
一 论著 的 主要 意图 是 阐述 作者 的 哲学 观点 ;可 是 在 其 中 我 们 发 
现 戴 德 金 和 康 托 尔 之 前 所 作出 的 包含 与 等 势 之 间 的 清楚 区 分 ; 
他 谈 到 直线 及 的 区 癌 [0,5] 到 区 生 孜 ,12] 上 的 一 一 映射 即 上 映射 
x 一 > 12x/5, 其 使 区 间 [0,5] 是 [0,12] 的 一 个 真子 集 ， 

大于 无 穷 集 的 最 旱 的 系统 研究 归于 戴 德 金 和 康 托 尔 ,两 人 
于 1872 年 前 后 开始 ,很 大 程度 上 同时 进行 ,尽管 藏 德 金 前 述 他 
的 发 现 的 著作 直到 1888 年 才 出 版 .如 我 们 说 过 的 { 见 第 五 章 ， 
§3,8B8), 正 是 在 这 里 他 汇集 了 “ 杆 认 "集合 论 的 基本 运算 ,目的 


QD 亚 里 士 多 德 ( 丽 及 他 以 后 的 许多 数学 家 ) 只 承认 "法 无 穷 ” 它 意 
味 闭 对 于 具有 某 个 性 质 的 对 象 ,在 担 到 有 限 个 这 样 的 对 象 之 后 ,总 还 有 另 
一 个 ;而 ”* 实 无 穷 "就 是 这 些 对 象 的 “全体 ”， 

号 ”中 译本 :物理 学 》, 商 者 印 书馆 ,1991 .第 162 一 165 页 .一 一 译注 
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在 于 澄清 无 穷 集 福 念 与 自然 数 概 念 之 间 前 关系 ,这 是 该 书 的 主 
要 论题 ,他 首次 给 出 的 无 穷 集 的 数学 定义 ,恰好 是 在 伽 利 咯 和 波 
尔 查 诺 的 例子 中 出 现 过 的 :集合 五 称 为 无 穷 的 ,如 果 存 在 互 到 
五 中 异 于 五 的 一 个 于 集 4 上 的 一 一 映射 .然后 戴 德 金 不 假定 目 
然 数 的 存在 性 证 明 : 任 一 无 穷 集 五 必定 包含 一 个 子 集 N*, 它 有 
一 个 元 素 1 个 N* ,并 且 存 在 满足 点 亚 诺 公理 {如 我 们 所 说 ,它们 
是 由 戴 德 金 首 次 陈述 的 ) 的 一 个 映射 3;N* 一 N* 他 的 富有 独创 
性 的 证 明 的 原理 有 如 下 述 :按照 假定 ,存在 一 个 元 素 a€ EE 和 和 E 
到 其 于 集 f(E) 上 的 一 个 一 一 映射 f, 且 拓 百 ) 不 售 有 a. 对 于 下 
的 含有 a 且 满 足 f( 玉 ) Cc 下 的 子 集 直 , 戴 德 爹 把 它 称 为 {关于 Ff 
的 ) 链 {由 于 (天)CACE), 所 以 起 天 ) 不 含有 a) .集合 N* 就 是 
所 有 链 之 交 ,如 果 我 们 把 a 写 为 1 ,那么 了 在 N* 上 的 限制 和 元 
率 1 满足 皮 亚 诺 公理 ,我 们 不 来 给 出 戴 德 金 证 明 的 细节 ,也 不 来 
给 出 他 通过 纯 集 侣 论 的 论证 得 到 自然 数 所 有 性 质 的 方法 . 


B， 无穷 集 的 比较 


康 托 尔 对 集合 论 的 贡献 比 戴 德 金 更 有 独创 性 .在 他 开始 研 
究 之 前 ,人 们 只 辨认 出 有 限 集 与 无 穷 集 这 两 种 类 型 的 集合 ,而 且 
也 元 人 试图 对 无 穷 集 再 作 和 什么 区 分 . 正 是 康 托 尔 引起 普遍 的 惊 
奇 ,他 首次 证 明 存 在 若干 类 型 的 无 穷 集 ,它们 不 能 互相 妇 属 . 

我 们 已 措 述 过 ( 克 第 五 章 , § 4, 六) 康 托 尔 如 何 引 进 集合 之 
间 的 等 势 关 系 .首先 ,他 特别 在 无 穷 集 中 区 别 出 可 数 集 ,其 定义 
为 与 自然 数 集 N* 等 势 的 集合 . 这 种 集合 的 重要 性 来 自 一 个 集 
合 的 不 同 元 京 的 床 列 在 分 析 中 所 起 的 作用 (如 果 (a,) 是 一 个 序 
列 , 则 映射 n 一 a。 可 看 作 N* 到 序列 元 素 的 集合 上 的 一 一 映 
射 ). 上 康 托 尔 很 快 看 出 自然 数 偶 (m,n) 的 集合 是 可 数 的 :如 果 我 
们 沿 “ 平 行 于 第 二 象限 分 怨 线 的 各 列 ” 来 “ 数 出 ”这些 侦 , 那 么 就 
容易 使 他 的 步骤 “形象 化 "(图 53)， 

这 里 以 考虑 集合 N = N* 上 {0} 来 代替 N* 更 加 方便 ,这 就 司 


一 237 一 


[229 ? 


[230] 


当代 黎 学 :为 了 关 关 心 黎 的 荣 座 - 


康 托 尔 得 以 “ 数 出 ”序列 
{0:0), 1,0),(0,1),{2,0), (1,1),(0,2), 
(3,0), 2,1),(1,2),(0,3),. 

一 个 直接 的 推论 就 已 使 人 多 少 有 点 惊讶 ,这 就 是 不 可 约 分 
数 p/g 的 集合 中 ,是 可 数 的 也 :事实 上 我 们 需要 做 的 是 按 康 托 
尔 的 步骤 列 出 数 偶 (p,qg), 但 只 保留 p 和 9 不 等 于 霍 且 没有 异 
于 1 的 公 因 数 的 分 数 . 

1873 年 , 康 托 尔 提出 了 一 个 从 未 有 人 想 过 的 问题 :实数 集 
R 是 可 数 的 吗 ? 他 的 第 一 个 主要 发 现 是 这 个 问题 的 答案 是 否定 
的 ,他 基于 区 间 夺 原理 通过 反 证 法 既 简 单 又 聪明 地 发 现 了 这 个 
答案 (附录 3). 

这 个 成 就 鼓舞 了 康 托 尔 ,使 他 把 自己 毕生 大 部 分 精力 用 于 
等 势 问 题 .基于 有 限 集 的 “基数 ”模型 ,他 称 两 个 集合 具有 "相同 


QD ”看 来 任何 两 个 有 理 数 之 间 总 有 无 穷 包 个 有 理 数 这 个 事实 阻 三 了 
大 们 “ 枚 举 出 "所 有 有 有理数. 


一 238 一 


的 势 " 或 “相同 的 基数 ” ,如果 它们 等 势 ;他 进而 烙 注 于 在 基数 冶 


定义 序 关 系 . 如 果 存 在 集合 5 到 集合 下 的 一 个 子 集 上 的 一 一 里 
射 , 那 么 自然 说 五 的 基数 “小 于 或 等 于 ”FF 的 基数 .对 于 有 限 基 
数 ( 即 上 自然数) ,这 事实 上 就 是 通常 的 关系 m < nn; 而 每 个 有 限 集 
的 基数 确实 小 于 (及 不 等 于 ) 可 数 集 的 基数 ,后 者 以 希 伯 来 字母 
记 作 从 以 读 医 “ 阿 列 夫 零 ") ,但 在 我 们 能 够 谈论 全 序 关系 之 前 ， 
我 们 必须 先 验证 刻画 这 种 关系 的 4 条 公理 (第 五 章 ,83,D). 自 
反 性 显 见 ,传递 性 也 是 简单 的 : 如果 存 在 5 到 下 的 一 个 子 集 上 
的 一 一 映射 f 与 FF 到 6 的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 #, 则 合成 虹 
射 g*f 是 E 到 G 的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 .然而 在 另外 两 条 公 
理 上 , 康 托 尔 避 到 了 困难 . 直到 1898 年 , 施 移 裙 和 下 : 怕 思 斯 坦 
才 证 明 ,如 果 存 在 集合 EE 到 集合 下 的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 ， 
也 存在 中 到 加 的 一 个 子 集 上 的 一 一 上 映射 ,那么 号 与 下 是 等 势 
的 D{ 附 录 3). 至 于 最 后 一 条 公理 即 对 任何 两 个 集合 万, 下 ,总 是 
或 者 存在 丈 到 忆 的 一 个 子 集 上 的 一 一 观 射 ,或 者 存在 严 到 瑟 
的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 ,只 有 通过 在 集合 论 中 引进 我 们 以 后 
要 谈 到 的 (本 章 $ 4,B) 称 为 策 梅 鲁 公理 的 公理 ,才能 加 以 证 明 . 
康 托 尔 及 其 继任 者 也 发 展 了 无 穷 基 数 的 “算术 ”, 它 与 通常 
算术 明显 不 同 .任务 在 于 从 给 定 基数 的 一 些 集合 出 发 ,计算 通过 
集合 论 中 通常 运算 所 得 到 的 集合 的 基数 ;这 些 运算 是 :没有 公共 
元 素 的 一 些 集合 之 并 ,一 些 集合 之 积 , 以 及 一 个 集合 的 子 集 构成 
的 集合 .如 果 m,n 分 别 是 集合 ,下 的 基数 , 则 我 们 分 别 以 
+ 2 记 集 合 碧 FR,E x 下 ,办 ( 碧 ) 的 基数 ; 当 m,n 是 
无 穷 基数 时 ,我 们 有 
m+n= mn= sup(m,n), (1) 


其 中 sup(i1,n) 记 两 个 基数 m,n 中 较 大 的 基数 .此 外 ,对 任何 


中 在 戴 德 金 的 论文 中 发 现 了 这 个 定理 的 证 明 , 其 日 期 可 追溯 到 
18837 年 ， 
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基数 in ,有 

mm < 2m, (2) 
后 一 关系 表明 ,如 果 我 们 依次 考虑 集合 的 , 委 (CN) ,第 (再 (CN , 东 
(PRONDD) ,ee: , 则 我 们 得 到 一 个 无 穷 序列 ,其 基数 全 不 相 
同 .但 是 关系 式 {1) 表 明 ,以 通常 算术 为 模型 来 推 想 真正 的 “关于 
无 穷 的 算术 ”, 会 是 雍 无 意义 的 ， 

对 于 无 帘 基 数 m,(1) 的 特殊 情形 mm2 =t 妆 可 = 外 0 时 又 
给 出 了 康 托 尔 最 早 关于 人 xN 的 结果 .在 对 于 任意 鞠 穷 基数 证 
明 上 述 结论 之 前 , 康 托 尔 于 1877 年 对 实数 桌 R 的 基数 证 明了 
这 个 结论 ;集合 R 与 R? 是 等 势 的 .这 是 康 托 尔 提出 的 最 令 人 售 
育 甚 至 在 当时 数学 家 中 引起 混乱 的 定理 .从 古 希 腊 人 汉 来 ,一 直 
有 这 样 的 信念 , 即 在 1,2,3" 维 "几何 对 象 (曲线 .曲面 和 空间 区 
域 ) 之 间 有 着 深刻 的 区 别 ,而 康 托 尔 的 结论 像 是 消除 了 这 种 差 
别 , 从 而 扒 民 了 整个 几何 学 ! 是 戴 德 金 看 出 如 何 使 康 托 尔 的 定 
理 同 经 典 数学 协调 起 来 . 维 数 概念 不 仅 是 关于 R" 的 基数 的 ,也 
是 关于 此 空间 的 托 井 {第 五 章 ,§ 3,E) 的 ; 康 托 尔 定义 的 R 一 R" 
的 一 一 映射 是 不 连续 的 ,而 戴 德 金 猜想 , 当 m x n 时 ,不 存在 成 
为 同 且 ( 第 五 章 ,§4,A) 的 一 一 映射 六 Ra 一 Rn". 但 是 一 直 没 有 
发 现 这 一 猜想 对 于 满足 mn 的 所 有 数 侦 ( m,n) 成 立 的 证 明 ; 
直到 1911 年 , 才 由 LL'E*J' 布 劳 威 尔 运 用 由 磁 加 莱 和 他 本 人 人 引 
进 的 全 新 概念 给 出 证 朋 . 

对 于 许多 结构 ,有 可 能 以 一 般 的 方法 定义 维 数 概 念 ( 甚 至 定 
义 几 种 维 数 概 念 ), 即 与 所 给 结构 相 联结 且 关 于 同 构 { 第 五 章 ， 
§ 4,B) 不 变 的 实数 .不 仅 在 拓扑 学 和 同调 代数 (第 五 音 , § 5,A， 
媒 , 区 ,XX ) 一 一 在 这 些 分 支 中 能 有 几 种 给 出 不 同 维 数 的 定义 
一 一 中 是 如 此 ,而 且 在 代数 几何 学 (上 引 YXX) 和 测度 论 { 上 引 
好 ) 中 也 是 如 此 .在 最 后 的 情形 中 , 维 数 ”" 能 取 不 是 自然 数 的 数 
(甚至 是 无 理 数 ), 而 且 最 近 它 在 某 些 称 为 “分 形 " 铺 构 的 应 用 中 
取得 重要 地 位 . 当 一 个 集合 赋予 若干 结构 时 ,不 再 有 理由 指望 与 


这 些 结构 相 联结 的 “ 维 数 "都 相同 . 
4.“ 悖 论 " 及 其 后 果 


A,， 人 符 在 与 构造 


“存在 "和 “不 存在 "是 数学 家 最 常用 的 订 汇 之 一 .从 数学 对 
象 本 性 的 角度 看 , 当 我 们 说 到 具有 某 种 性 质 P 的 数学 对 象 “ 存 
在 "时 ,很 清楚 我 们 并 不 意味 著 它 与 说 到 经 验 世 界 的 某 一 事物 
存在 是 同一 辐 事 .对 于 后 一 情形 ,存在 性 ”的 证 明 在 于 做 一 个 
实验 ,使 得 问题 中 涉及 的 对 象 可 为 我 们 的 感官 所 感知 ,或 者 能 使 
我 们 通过 感官 可 以 感知 的 逻辑 推论 来 推断 这 种 “存在 性 ”一 一 此 
时 它 就 意味 着 介 于 对 象 与 人 们 感觉 之 间 的 一 种 理论 . 

从 由 施 和 希 尔 伯 特 引进 的 公理 论 一 一 这 是 当代 绝 大 多数 数 
学 家 采纳 的 建 论 一 一 的 观点 看 , “存在 性 ”概念 与 公理 系统 有 关 . 
它 是 关于 借助 所 给 理论 的 本 原 关系 表述 的 性 质 P 的 问题 ,并 涉 
及 在 该 理论 中 本 原 的 或 被 定义 的 对 象 ; 于 是 就 在 该 理论 中 定义 
了 具有 性质 P 的 对 象 的 集合 EE, 而 说 具有 性 质 P 的 对 象 “ 存 在 
就 意味 着 陈述 “五 为 非 空 ”是 该 理论 中 由 公理 推出 的 定理 了 .我 
们 方才 (本 章 §3,B) 就 看 到 实数 论 中 的 两 个 例 了 于 ; 当 m xn 时 
RR" 到 R" 上 的 一 一 映射 的 集合 非 空 ( 康 托 尔 ) 而 Re 到 Rs 上 的 
司 胚 的 集合 为 空 ( 布 劳 威 尔 ). 

为 证 明 EE 是 空 集 ,我 们 通常 用 反 证 法 来 证 明 相 反 的 假定 在 
所 述 理 论 中 导致 蔬 盾 . 布 劳 威 尔 在 上 述 例 子 中 就 是 用 这 种 方法 
进行 证 明 的 .我 们 记得 ,已 知 的 最 旱 用 “ 反 证 法 "的 论证 ( 见 第 三 
章 ,§ 2) 正 是 证 明 使 得 r:= 2 的 有 理 数 r 的 集合 为 空 ， 

反之 ,具有 某 种 给 定性 质 的 对 象 的 存在 性 则 常常 通过 “ 构 
造 来 证 明 . 康 托 尔 关于 及 与 及: 等 势 的 定理 就 是 这 种 情形 { 附 


名 ”约定 当 一 个 结构 具有 本 原 对 象 的 集合 时 ,这些 集合 都 不 是 空 的 ， 
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录 3).， -个 更 简单 的 例子 是 我 们 撒 述 过 的 (本 章 $1,.A) 欧 几 里 
得 平面 儿 何 学 中 矩形 存在 性 的 证 明 . 

然而 也 有 通过 上 及 证 法 作出 的 "存在 性 " 讶 明 .最 新 近 而 且 最 
引 人 注 目的 例 了 之 一 是 费 特 - 汤普森 定理 ( 见 第 五 章 ,附录 2， 
D) ,问题 是 要 证 明 任 一 奇效 阶 有 限 群 CE 是 可 解 群 , 它 等 价 于 断 
言 ( 见 前 引 章 节 ) 在 C 中 存在 异 于 G 和 {e} 的 正规 子 群 ,对 于 这 
一 论断 的 “构造 性 "证 明 就 会 是 从 G 的 阶 为 奇数 这 个 事实 出 发 
来 “构造 "这 样 的 子 群 ;但 迄今 仍 不 知道 这 样 做 的 途径 .于 是 他 们 
通过 反 证 法 来 论证 :假定 存在 阶 为 不 等 于 1 的 奇数 的 群 Co, 它 
除 自身 和 {fej 外 没有 别 的 正规 子 群 ( 即 是 单 群 ); 我 们 甚至 可 假 
定 这 样 的 群 Go 具有 最 小 可 能 的 阶 数 . 费 特 和 汤普森 的 证 明 在 
于 分 析 Ce 的 性 质 ,在 250 页 的 分 析 之 后 ,终于 得 到 了 一 个 矛盾 . 

大 多 数 数 学 家 喜欢 存在 性 的 “构造 式 * 证 明 , 它 常常 提供 关 
于 所 构造 的 "对 象 的 更 精确 的 信息 ;但 当 没 有 别 的 证 明 时 他 们 
也 聚 认 * 非 构造 证 明 ， 


B， 集合 概念 的 变异 与 选择 公理 


直到 1870 年 前 后 , 当 数 学 家 们 谈 儿 对象 的 集合 时 , 他 们 指 
的 总 是 数学 对 象 特别 是 “经 典 " 对 象 ,诸如 数 “ 图 形 ”、 函 数 等 等 . 
大 约 从 1930 年 起 , 绝 大 多 数 数 学 家 又 这 样 做 了 .然而 其 间 发 生 
一 个 有 趣 的 播 曲 , 它 使 集合 论 成 为 数学 与 哲学 的 汇合 点 ,其 结果 
是 扰乱 了 许多 数学 家 的 心智 .这 就 是 所 谓 的 "基础 危机 ”， 

[234] 首先 , 康 托 尔 和 戴 德 金 这 两 位 无 疑 要 受到 责备 ,因为 正 是 他 
们 觉得 有 必要 来 “定义 "集合 .我 们 知道 康 托 尔 的 “定义 ”:“ 把 我 
们 感觉 或 思维 的 不 同 对 象 收集 在 一 起 ”; 戴 德 金 的 定义 也 没有 什 
么 差别 .这 种 定义 如 同 欧 几 里 得 关于 点 和 线 的 假定 义 ( 见 第 三 
章 , $ 4) 那 样 ,空洞 无 物 , 毫 无 用 处 , 但 他 们 为 这 样 的 想法 敞开 了 
门户 :" 集 合 " 这 个 间 并 不 只 是 标志 数学 对 象 E( 它 同 别 的 数学 对 
但 x 以 属于 关系 xE 5 联 在 一 起 ); 它 也 能 容纳 事物 (诸如 课文 
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中 的 词 或 句 } 的 总 体 这 一 本 来 意义 . 

在 对 这 些 集合 进行 论证 时 ,这 个 时 期 的 数学 家 都 像 17 世纪 
的 数学 家 论证 "无穷小 "那样 ,以 自己 关于 这 些 集 合 的 独特 “ 直 
觉 " 为 指引 .但 是 , 除 康 托 尔 及 其 继承 者 在 定义 基数 和 某 些 序 关 
系 中 的 一 些 混乱 外 ,在 一 段 长 时 间 中 这 些 论证 只 依 丈 于 “朴素 ” 
集合 语言 (第 五 章 ,83,B) ,并 未 引起 争辩 . 

然而 ,到 19 世纪 末 叶 ,数学 家 们 认识 到 布尔 和 戴 德 金 容 许 
的 集合 运算 作为 分 析 中 许多 论证 的 基础 是 不 完全 充分 的 ,例如 ， 
设 王 是 平面 中 的 点 的 一 个 集合 ,xo 是 平面 中 不 属于 五 的 点 ,但 
以 xo 为 中 心 的 任 一 圆 委 至 少 含 有 五 的 一 个 点 .问题 是 证 明 存 
在 中 的 点 的 一 个 序列 elyaa ar,…, 它 以 xo 为 其 极限 ,其 论 
证 十 分 简单 : 令 DD 为 以 xo 为 中 心 、 以 17n 为 半径 的 辆 盘 ( 图 
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54) .在 圆 盘 万 ,中 有 点 ai 红 五 ,在 圆 盘 Ds 中 有 点 a;y 全 上 ,等 等 . 
这 些 点 构成 所 求 的 序列 ,因为 对 任 一 自然 数 亦 , 汝 产 荆 丰 时 ,xp 
到 a 的 距离 1AN. 如果 推广 这 个 例子 独 具 的 性 质 ,那么 我 们 
可 看 出 它 事 实 上 使 用 了 下 述 一 般 原 理 ; 设 (5,) 是 集合 EE 的 非 空 
子 集 的 一 个 序列 (在 前 述 例 子 中 ,5E, = 门 DP), 则 存在 N* 到 EE 
中 的 上 蚜 射 nn 玫 — a ,使 对 每 个 n 有 aE 皇 已 .看 来 这 个 原理 是 完 
全 目 然 的 结论 ,在 很 长 时 间 中 它 已 被 使 用 但 其 这 都 不 提 到 它 . 第 
一 个 对 它 加 以 注意 的 数学 家 无 疑 是 皮 亚 诺 , 他 于 1890 年 必须 把 
它 用 于 一 个 函数 集 上 ,他 提出 的 要 害 之 点 是 ,对 于 每 个 nn, 元素 
an 在 五 中 无 论 如 何不 十 队 一 确定 的 (EE 常 是 无 券 集 ). 如 果 
“直观 地 "论证 ,这 就 必须 在 E, 中 “挑选 ”a, ,因此 就 得 相继 进行 
无 穷 多 次 “挑选 " ,而 皮 亚 诺 拒绝 这 样 做 . 别 的 数学 家 在 20 世纪 
初 追 随 他 的 想法 ,特别 是 策 梅 鲁 以 "选择 公理 "这 个 不 大 适当 的 
名 称 陈述 了 一 条 远 为 一 般 并 且 不 太 “ 芋 观 ” 的 原理 ,为 应 用 于 基 
数理 论 , 策 梅 鲁 需 要 下 面 的 命题 : 如 果 给 定 任意 一 个 集合 (不 一 
定 可 数 )7 到 集合 E 的 子 集 的 集合 第 (FE) 中 的 一 个 映射 0. 了-> 
音 ( 五 ) ,满足 :对 于 每 个 ec E 1， Ua) 非 空 , 则 存在 一 个 上 映射 
六 [一 天 ,使 对 每 个 e Ey,f(tao)€E U(a). 这 个 映射 就 对 每 个 
aET 挑选 "了 U(e)cE 的 一 个 元 素 . 了 为 可 数 的 情形 就 是 皮 
亚 详 拒 绝 的 原理 ,有 时 称 为 可 数 选择 公理 . 

可 议 看 出 这 种 趋势 导向 何方 ,这 种 趋势 是 赋予 集合 概念 以 
“实在 "特征 而 不 管 它 涉及 的 是 数学 对 象 .说 集合 像 是 商店 中 殿 
人 “挑选 东西 的 货架 , 同 说 直线 是 两 点 之 间 拉 紧 的 一 条 线 差 不 
多 ;拒绝 策 梅 鲁 公理 一 一 它 仅 是 肯定 一 个 数学 对 象 即 一 个 映射 
的 存在 性 一 一 不 比 拒绝 接受 欧 几 里 得 第 一 个 “规定 "更 合理 {在 
大 地 上 不 可 能 伸展 从 地 球 凶 天狼星 的 直线 1). 

因此 筑 梅 鲁 认 为 ,避免 无 益 争 吵 的 最 好 办 法 是 , 像 帕 施 和 
希 汞 伯 特 对 几何 对 象 所 做 的 那样 (第 兰 章 , § 4) ,通过 用 公理 系 
统 来 定义 集合 ,使 集合 概念 恢复 作为 数学 对 象 ( 在 怕 拉 图 音义 


T 的 特征 .这 旦 在 任何 数学 对 象 之 间 只 有 一 个 “本 原 "关系 x 


EX. 男 一 个 包含 关系 CY 由 上 述 关 系 导 出 , 它 意 昧 着 任何 
满足 * 拒 也 的 对 象 x 也 满足 xEY. 然 后 策 梅 鲁 提 出 康 托 尔 和 
戴 德 金 的 " 朴 率 ”集合 语言 中 的 运算 ,并 以 公理 形式 陈述 它们 用 
到 的 性 质 . 第 一 条 和 外延 公 理 已 为 布尔 和 戴 德 金 所 陈述 , 即 关 系 
“ 王 C 了 和 TcCT" 蕴 润 开 = 了 .然后 有 一 系列 公理 ,断言 空 集 儿 
(对 任何 对 象 x 有 x 多 多 ) 的 存在 性 , 侦 ( 一 个 集合 {x,y}, 它 仅 
有 的 黄 个 元 京 是 任意 两 个 相同 或 不 司 的 对 象 x ,y) 的 集合 的 存 
在 性 ;集合 工 的 子 集 的 集合 第 ( 工 )( 一 个 集合 ,其 元 素 是 所 有 子 
集 UCX, 因 而 关系 UE 种 (外 ) 等 价 于 CCYX) 的 看 在 性 .在 这 些 
公理 之 上 他 又 添加 前 述 的 选择 公理 以 及 断言 无 穷 集 存在 性 了 了 
的 无 穷 公理 . 


C. 悖 论 与 形式 化 


还 有 一 条 最 重要 的 公理 尚 待 陈 述 ,因为 正 是 它 反 集合 引入 
到 数学 论证 中 : 它 断 言 任 一 性 质 PP 定义 一 个 集合 ,其 元 案情 是 
所 有 具有 性 质 P 的 对 象 .这 条 公理 从 古典 时 代 以 来 就 已 被 隐 含 
地 使 用 (例如 定义 一 条 “几何 轨迹 ”), 它 由 弗 雷 格 以 概括 公理 的 
名 称 明确 地 陈述 .但 在 把 它 并 进 公 理 式 理论 之 前 ,由 子 “ 性 质 " 概 
念 不 精确 ,因而 产生 了 严重 困难 .这 些 困 难以 集合 论 中 称 为 “ 悖 
论 的 形式 出 现 ， 

第 一 个 悖 论 以 其 最 简单 的 形式 取 P 为 "是 一 个 数学 对 象 ” 
这 个 性 质 , 这 样 就 会 有 一 个 集合 只 ,其 元 寨 是 所 有 数学 对 象 . 特 
别 是 , 会 是 它 本 身 的 一 个 元 素 , 这 多 少 有 点 难以 想象 . 更 糟糕 
的 是 : 的 每 个 子 集 U 是 一 个 数学 对 象 ,因此 是 的 一 个 元 
素 ,于 是 这 些 子 集 的 集合 妾 (9 ) 就 会 是 后 的 一 个 子 集 ,但 这 与 


山 ” 波 尔 查 诺 和 工 德 金 认 为 ,通过 考虑 * 轩 想 之 寥 侣 "这 个 例子 ,就 有 
可 能 证 盟 无 窃 氮 的 存在 性 ! 
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断定 不 存在 第 (8) 到 8 的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 (本 章 8$3,B， 
公式 (2)) 的 康 托 尔 定理 矛盾 出 . 

为 避 开 这 个 政 盾 , 策 梅 鲁 对 他 关于 概括 公理 的 表述 加 以 限 
市 :他 不 承认 由 具有 给 定性 质 P 的 对 象 构 成 的 集合 的 存在 性 ， 
除非 这 些 对 象 已 是 早先 已 定 光 的 一 个 集合 的 元 素 . 例如 ,可 以 说 
到 偶数 的 集合 ,因为 所 谈 的 是 已 定义 的 集合 即 自 然 数 集中 的 对 
象 .而 且 谈 的 是 该 集合 中 一 个 元 素 " 被 2 整除 "的 性 质 . 

但 是 ,在 策 梅 鲁 所 做 研究 的 一 般 性 水 平 上 ,怎样 理解 “性 质 ” 
这 个 词 ? 策 梅 鲁 限于 说 “不 管 一 个 性 质 是 否 有 用 , 它 必 须 由 公理 
和 普遍 适用 的 逻辑 规则 以 非 侍 意 的 方式 确定 ". 显 热 他 心中 是 以 
直到 郑 时 数学 家 所 考 虚 的 性 质 为 典型 .但 第 二 个 “ 悖 论 "表明 这 
不 够 精密 .考虑 自然 数 集 N*, 并 以 下 述 方 式 定 义 自然 数 的 一 个 
“性 质 "P :考虑 英语 中 所 有 这 样 的 单词 序列 , 它 形 成 无 歧义 地 定 
妇 一 个 自然 数 的 短语 ,例如 “the largest prime number dividing two 
hundred and forty - two ("能 整除 242 的 最 大 素数 "). 存 在 有 限 
个 至 包 具 有 20 个 单词 的 英语 短语 ,因此 这 种 定义 一 个 自 热 数 的 
美语 短语 也 只 有 有 限 个 .不 能 由 这 些 短 语 之 一 定义 的 自然 数 满 
足 性 质 P:“not capable of being defined in a phrase of less than 
twenty words 《 不 能 由 少 于 20 个 单词 的 短语 定义 ")， 

这 些 数 应 当 构 成 自然 数 的 一 个 非 空 集 ,因而 具有 最 小 的 数 
.这 个 数 无 层 疼 地 由 下 述 短 语 定义 ;“the smalleat nature number 
which cannot be defined in a phrase of less than twenty words” (“不 
能 由 少 于 20 个 单词 的 短语 定义 的 最 小 自 骸 数 "); 但 这 个 短语 习 
有 二 个 单词 ,从 而 我 们 碰 到 了 矛盾 . 

尽管 这 个 论证 看 起 来 奇怪 得 像 一 个 迹 语 ,尽管 像 P 这 样 的 
性质 以 前 从 来 设 有 数学 家 想到 过 ,但 有 必要 表述 适应 数学 家 
用 法 的 限制 ,从 而 避免 寄生 式 “ 性 质 * 的 陈述 . 弗 伦 克 尔 和 斯 科 前 


中 这 个 论证 是 称 为 " 罗 宗 导论 "的 “ 悖 论 " 的 简化 形式 . 


于 1922 年 提出 的 解雇 办 法 在 于 在 数学 关系 的 陈述 中 消除 日 党 


语言 , 代 之 以 人 工 语 言 , 它 由 取 自 一 个 固定 表 列 的 符号 的 组 合 构 
成 ,并 遵从 可 以 避免 通常 语言 中 战 义 的 硬性 文法 . 这样 的 语言 由 
数理 逻辑 的 葛 基 者 们 于 19 世纪 描述 (本 章 , 85,A), 它 称 为 形 
式 .语言 .在 这 种 语言 中 , 记 令 还 没有 人 表述 过 可 以 引出 “ 悖 论 ” 的 
性 质 ， 

可 是 ,用 这 种 语言 表达 的 数学 论证 会 部长 得 吓人 .引进 了 为 
数 从 多 的 简 贱 ,使 之 达到 写作 当代 数学 论著 的 语言 .有 经 验 的 数 
学 家 知道 如 何 辨认 可 以 翻译 为 形式 语言 的 文 词 ;在 出 现 疑 惑 之 
处 ,由 作者 引进 为 使 他 的 同事 信服 所 必须 的 精密 性 . 

使 之 这 样 精密 并 以 形式 语言 写成 的 策 梅 鲁 诸 公理 ,构成 了 
通常 所 称 的 ZFC 系统 .记号 ZF 也 用 于 没有 选择 公理 AC 的 该 系 
统 .当今 次 大 多 数 数学 家 使 用 ZF 或 ZFC 系统 ,但 通常 不 明白 声 
明 . 我 们 已 看 到 ,就 这 些 数学 家 关注 的 内 容 而 言 , 所 有 数学 分 支 
都 可 归属 于 集合 论 ,因而 最 终 者 可 归属 于 2F 或 ZFC 系统 . 这样 
的 数学 家 肖 被 称 作 “ 形 式 主义 者 ”, 尽管 他 们 从 来 不 用 真正 的 形 
武 合 言 来 写作 ,他们 以 戴 德 金 和 康 托 尔 的 "朴素 ”语言 来 表述 ,只 
要 他 们 一 讨论 无 禾 集 ,就 不 会 对 公理 的 虚假 “直观 "特性 产生 任 
何 错 觉 ,关于 数学 家 中 的 “ 非 形式 主义 者 ”, 我们 也 会 说 上 几 血 
(本 章 , § 5,D). 


5， 数理 逻辑 的 勃兴 


六. 还 辑 的 形式 化 


逻辑 的 应 用 显然 不 限于 数学 , 它 显示 在 流传 到 我 们 的 所 有 
古 希 腊 暂 学 家 的 著作 中 .我 们 受 惠 于 亚 里 士 多 德 ,因为 他 开始 汇 
编 了 逻辑 规则 ,使 之 系统 化 ,也 因为 他 辨认 出 这 些 规 则 不 依赖 于 
他 们 所 讨论 的 对 象 或 关系 的 特殊 性 质 .他 引进 了 一 个 命题 或 关 
系 的 否定 ,但 他 主要 专心 于 三 段 论 的 分 类 ,而 三 段 论 对 涵盖 逻辑 
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当 信 就 学 :为 字 大 类 少 吉 的 荣 业 


的 全 部 应 用 是 不 够 的 ,在 数学 中 尤其 如 此 .为 外 两 个 逻辑 运算 即 
两 个 关系 RR 与 5 的 合 取 “ 灵 与 S "以 及 两 者 的 析 取 “ 员 或 5” 小 占 
着 … 大 部 分 . 
随 着 代数 的 发 展 ,不 会 不 注意 到 退 辑 规则 与 代数 运算 规则 
之 间 的 相似 性 .于 是 许多 人 试图 创造 表示 逻辑 运算 的 符号 ,其 中 
芋 布 尼 世 的 符 刁 特别 值得 注意 .但 这 项 工作 直到 20 世纪 才 发 
表 . 在 布尔 及 其 直接 继承 者 之 前 ,在 19 世纪 中 叶 , 无 人 成 功 地 创 
造 出 作为 集合 语言 先导 的 运算 .布尔 使 一 个 “全域” 的 对 象 的 性 
[239] 质 与 此 全 域 中 具有 该 性 质 的 对 象 的 “类 " 相 联系 .如 果 x ,y 分 别 
是 对 应 于 性 质 P,0 的 类 , 则 对 应 于 性 质 "P 与 9” 的 类 记 作 xy 
( 交 ), 而 对 应 于 “P 或 0” 的 类 记 作 x + y2( 并 ). 我 们 也 需要 对 
于 对 应 于 和 否定“ 非 P" 的 类 的 记号 x' (x 的 补 ). 最 后 ,我 们 以 1L 表 
未 全 域 的 所 有 对 和 象 的 类 ,以 0 表示 1 的 补 即 空 类 ， 
这 就 组 成 通称 的 “布尔 忧 数 " ,其 中 有 所 引进 的 运算 之 间 的 
各 种 恒等式 ,有 些 与 通常 代数 中 的 恒等式 相似 ,例如 
区 十 二 + 区 ， 
XY = yx, 
xX{y +t) wy + Xs; 
有 些 则 出 乎 意料 ,例如 
剖 十 车 去 充 ， 
二 站 ， 
+=tx+y)(x+z), 
l+x=1. 


还 有 对偶 关系: 


( 对 于 后 者 ,与 “或 "这 个 字 在 日 常用 语 中 的 “ 析 取 "意义 相反 ,说 “RR 
或 5” 为 真意 昧 着 或 尺 为 真 ,或 8 为 真 ,或 两 者 均 为 真 . 

中 起初 布尔 仅 当 交 wy 为 空 时 才 用 符号 + ; 杰 文 斯 把 它 推广 到 用 于 
锦 有 情形 . 
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《和 
所 有 这 些 关系 还 能 从 其 中 数目 较 少 的 一 些 关 系 推出 ;通过 把 后 
者 作为 公理 ,就 可 认为 定义 了 一 个 代数 结构 { 见 第 五 章 , $5， 
C). 

对 于 把 数学 定理 翻译 为 形式 语言 ,布尔 代数 同样 不 甚 适用 ， 
尤其 当 定 理 涉 及 几 个 对 象 之 间 的 关系 时 和 更 是 如 此 .例如 下 面 的 
断言 ; 

对 每 个 正 实数 x ,存在 实数 y ,使 得 x = y2. 

用 当代 迎 辑 学 家 最 常用 的 基本 上 由 弗 雷 格 和 皮 亚 诺 人 好 立 的 
形式 语言 ,上 述 断 言 翻译 为 

Yx(lx>005I7(YERSS x = 7 )). 
逐 辑 符号 Y ,3 称 为 醒 词 ,分 别 代 着 "对 每 个 "和 “存在 ” ,而 二 意 
味 著 “蕴涵 ”. 经 验证 明 , 在 ZFC 系统 (本 章 §4,C) 的 规则 下 ,可 
以 用 这 种 方法 写 出 全 部 数学 命题 ,如果 不 引进 缩写 (例如 上 述 例 
子 中 的 > ,0,R,y?) ,那么 所 需要 的 就 只 是 敢 辑 符 续 与 数学 符号 
= 和 和 EE. 


B. 元 数 学 


19 世纪 进程 中 出 现 的 与 经 验 实在 并 无 联系 的 形形色色 的 
结构 ( 见 第 五 章 , 8 3) ,显然 为 数学 家 选择 结构 的 公理 提供 了 自 
由 .但 这 种 自由 有 一 个 基本 限制 ,就 是 康 托 尔 从 1883 年 以 后 一 
直 强 调 的 ,所 引进 的 概念 必须 不 是 不 相 容 的 . 

人 们 怎样 才能 保证 事实 土 情形 确 是 如 此 呢 ? 一 旦 发 现 能 证 
明 非 欧 几 何 相 容 性 的 模型 观念 {本 章 $1,C), 它 就 毫 雹 困难 地 
应 用 到 许多 别 的 理论 上 , 实数 理论 的 算术 化 (本 章 §2,A) 提 供 
了 自然 数理 论 中 的 实数 论 模型 ,从 而 也 使 同一 理论 中 的 几何 学 
模型 有 效 建立 .至 于 19 忆 纪 进程 中 发 明 的 种 种 结构 ,由 于 它们 
的 引进 正 蚌 汐 了 对 经 典 理论 中 提取 的 例子 给 出 一 般 的 表述 ,所 
以 它们 都 具有 经 典 数学 中 的 模型 (参见 第 五 章 , § 2). 
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当代 数学 ;为 了 人 类 心智 的 荣光 


这 样 ,所 有 事情 最 终归 结 为 算术 的 相 容 性 .直到 19 世纪 末 ， 
这 甚至 还 是 一 个 无 人 提出 过 的 问题 ,有 的 只 是 看 来 自然 数 是 人 
类 心智 的 最 基本 概念 之 一 ,对 于 某 些 人 来 说 , 它 甚至 具有 像 我们 
的 外 部 世界 那样 的 “实在 性 ”. 

集合 论 的 "入 论 “ 本 章 $4,C) 结 束 了 这 种 高 杭 无 优 的 状 
尝 . 这 是 由 于 算术 的 发 展 , 尤 其 是 由 于 为 构造 别 的 理论 的 “算术 ” 
模型 ,必须 把 -一般 集合 论 的 基 些 公理 应 用 于 自然 数 集 ( 本 章 附 录 
2), 它 恰 怡 具有 带 来 矛盾 的 危险 ,并 使 这 些 模 型 变 得 毫 无 用 处 . 

正 是 希 尔 伯 特 于 1904 年 后 提出 和 开发 了 处 理 相 容 性 问题 
以 及 表 过 更 一 般 的 途径 先 验 地 检验 数学 证 明 能 完成 什么 这 个 问 
题 的 一 种 新 方案 ,这 就 是 通称 的 元 数学 或 证 明 论 ， 

这 一 方案 依赖 于 把 整个 数学 (用 逐 辑 符号 ) 表 达 为 形式 语言 
的 可 能 性 .形式 化 数学 可 与 象棋 这 样 的 游戏 相 比 较 :逻辑 符号 和 
数学 符号 是 游戏 的 裕 子 ,给 定理 论 的 公理 和 定理 是 游戏 规则 人 允 
许 的 棋子 位 置 ; 按 照 逻辑 规则 从 一 条 定理 转向 另 一 条 定理 是 游 
戏 规则 允许 的 “ 走 步 ". 

于 是 任务 就 在 于 通过 抽象 出 数学 中 能 赋予 证 明 的 意义 来 分 
析 证 明 ,并 试图 预测 它们 将 在 何 处 终止 .这 又 可 与 分 析 棋 局 相 比 
较 , 因 为 在 下 棋 时 有 可 能 表明 棋局 以 “将 死 " 告 终 或 是 永远 不 能 

[241] 达到 这 一 结局 . 


C， 数 理 还 辑 的 凯旋 


正 是 在 希 尔 们 特 概 述 的 框架 中 ,当代 逻辑 学 家 取得 了 一 系 
列 完 全 出 人 意料 的 结果 .它们 使 人 们 对 集合 观念 有 了 新 的 认识 ， 
但 根本 不 能 说 已 达到 了 希 尔 伯 特 过 分 乐观 的 预期 ， 

第 尔 伯 特 在 其 学 派 的 几 位 数学 家 的 协助 下 , 曾 开始 把 他 的 
方案 应 用 到 比 皮 亚 诺 公 理 系统 (本 章 $2,C) 更 简单 的 公理 系统 
上 ,这 样 就 能 不 包括 自然 数 的 所 有 性 质 .对 于 这 些 公理 ,可 以 证 
明 不 会 有 性 何 矛 盾 . 
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然而 ,1930 年 ,年 青 的 数学 家 KK 可 德尔 发 表 了 一 篇 短文 ， 
他 在 文中 宣布 下 述 两 者 之 一 为 真 :或 者 算术 是 不 相 容 的 ,或 者 它 
是 相 容 的 但 不 可 能 证 明 其 相 容 性 .这 样 一 来 , 希 尔 们 特 的 期 望 彻 
底 落空 ， 

这 个 异乎 寻常 的 绒 论 只 有 通过 仔细 研究 哥 德 尔 的 方法 才能 
理解 ,而 他 的 方法 却 极其 复杂 .我 们 愉 能 对 他 的 原理 提供 十 分 粗 
粮 的 想法 并 . 

三 德 尔 的 证 明 沿 着 两 条 路 线 进 攻 . 他 从 描述 一 本 "词典 " 开 
始 , 通 过 各 方面 都 详尽 ,明白 .精确 的 步 驴 ,他 先 使 形式 语言 中 的 
每 个 符号 与 一 个 自然 数 相 对 应 ,然后 再 使 这 些 符 号 的 每 种 为 规 
则 所 允许 的 组 合 与 一 个 自然 数 相 对 应 ,最 后 使 每 个 依据 同样 规 
则 组 成 一 个 证 明 的 这 些 组 合 的 序列 与 一 个 自然 数 相 对 应 . 

这 使 他 能 够 描述 算术 中 一 个 命题 4 的 构成 ,并 且 证 明 , 如 
上 果 此 算术 不 是 不 相 容 的 , 则 在 上 比 算术 中 不 在 在 A 和 非 4 的 证 
明 . 我 们 称 4 在 此 算术 中 是 不 可 判定 的 , 希 尔 伯 特 认 为 能 证 明 
算术 中 每 沾 命题 在 该 算 本 中 是 “可 判定 的 ”, 而 哥 德 尔 定理 则 通 
称 为 算术 的 不 完全 性 定理 . 

在 他 的 第 二 条 进攻 路 线 中 , 哥 德 尔 揪 述 了 算术 中 另 一 命题 
C 的 克成 ,并 且 仍 然 借 助 他 的 “词典 "证 明 ,如 果 在 此 算术 中 存 
在 C 的 证 明 , 则 此 算术 就 会 不 是 不 相 容 的 .此 外 他 还 证 明 ,陈述 
“C 北 活 4 "是 此 算术 中 的 一 条 定理 ;如 果 在 此 算术 中 存在 C 的 [242] 
证 明 , 那 就 也 会 存在 4 的 证 明 ,但 如 时 此 算术 不 是 不 相 容 的 , 则 
由 不 完全 性 定理 ,不 可 能 存在 4 的 证 明 . 


QD ”由 于 这 个 结论 十 分 奇特 ,所 以 它 吸 引 了 许多 通俗 科学 杂志 的 出 
版 者 ,在 这 些 杂 志 上 专门 发 表 了 许多 有 关 的 文章 . 如 果 我 们 加 上 四 色 定 
理 、 费 马 方程 x2*+ y= 以 及 电子 计算 机 所 用 的 洱 辑 规则 , 那 我 们 就 已 为 
这 些 期 刊 上 出 现 的 数学 问题 开 出 了 一 张 相 当 完 全 的 清单 . 他 们 设想 这 些 
期 刊 的 读者 相信 ,此 之 外 油 有 什么 别 的 问题 了 ! 
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当代 孝 萤 :为 子 大 类 少 轩 的 荣 酉 


哥 德 尔 描述 的 不 可 判定 命题 4 显得 非常 大 工 答 凿 ,与 当前 
数论 中 任何 其 他 部 分 都 没有 任何 联系 . 它 的 主要 功用 是 证 明 算 
术 相 容 性 的 不 可 能 性 .在 数论 中 许 许 多 多 尚未 解决 的 经 典 问题 
{ 见 第 四 章 ) 中 , 据 我 所 知 , 其 中 没有 一 个 已 被 证 明 是 不 可 判定 
的 ， 

另 一 方面 , 哥 德 尔 本 人 于 1940 年 以 及 随后 P:J: 科 恩 于 
1963 年 所 完成 的 却 真 可 以 说 是 集合 论 中 的 一 场 革命 . 康 托 尔 作 
出 了 一 个 猪 想 ,不 知 如 何 去 证 明 , 即 在 实数 集 民 中 ,每 个 无 穷 子 
集 或 者 是 可 数 的 ,或 者 与 有 RR 是 等 势 的 ; 这 称 为 连续 统 假 设 
CH) .许多 大 试图 证 明 CH 或 非 CH; 但 青 德 尔 和 科恩 却 发 现 ， 
如 果 接 受 ZF 不 可 能 导致 矛盾 ,那么 在 基于 ZF 公理 的 集合 论 
关中 ,CH 是 不 可 判定 的 ， 

上 述 论 断 的 证 明 是 极其 专门 性 的 . 他们 的 证 明 仍 然 基 于 模 
型 观念 ,但 却 用 了 新 的 方法 .可 德尔 定义 了 .多 的 一 个 对 象 * 的 
一 种 性 质 员 (+z), 它 表达 了 能 以 某 种 详尽 描述 的 途径 “可 构造 "这 
个 事实 ;而 .多 的 可 构造 对 象 就 是 使 得 R(x) 是 .2 的 一 条 定理 的 
# .理论 . 产 ' 以 .多 的 可 构造 对 象 为 其 对 象 ,并 以 xE XX 作为 其 本 
原 关系 ,但 赋 以 x 和 和 半 两 者 都 必须 为 可 构造 这 个 条 件 , 由 这 个 
关系 能 验证 ZF 的 公理 仍然 是 . 宏 的 定理 ,如 果 它 们 以 同样 方式 
限制 到 . 史 ' 的 对 象 上 ,例如 ,如 果 于 是 .多 ' 的 一 个 集合 , 则 半 的 
又 是 .YY' 的 集合 的 子 集 是 .>' 的 一 个 集合 的 元 素 . 如果 把 ZF 的 
公理 的 这 些 “ 有 限制 " 取 作 . 灾 ' 的 公理 , 则 这 样 定 义 的 .>F' 是 . 灾 的 
一 个 模型 ,并 且 通 过 腿 制 局 于 .92' 的 对 象 为 可 构造 对 象 ,.F 的 每 
个 关系 可 “翻译 ”到 模型 29”' 中 . 

这 样 颌 后, 令 CH' 是 连续 统 假设 CH 在 .>' 中 的 “翻译 " ;可 
德尔 选取 的 关系 RLx) 是 CH' 是 .2' 的 一 条 定理 ,因此 CH' 也 是 
.的 一 条 定理 ,于 是 如 果 “ 非 CH" 是 .到 的 一 条 定理 , 则 通过 “ 翻 
译 ",“ 非 CH" 就 会 是 .277' 的 一 条 定理 ,因而 也 是 .> 的 一 条 定理 ， 
又 因 CH' 也 是 .的 一 条 定理 ,所 以 . 吧 就 会 是 不 相 容 的 .我 们 必 
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须 细心 地 注意 ,这 表明 .空中 没有 ” 非 CH" 的 证 明 , 但 并 没有 证 明 
.中 有 CH 的 证 明 . 

1963 年 ,P"J'" 科 恩 发 明了 构造 . 字 的 模型 的 一 种 新 的 特别 灵 
活 的 方法 , 称 为 " 力 迫 法 ”. 我 们 从 机 德尔 的 模型 到 ' 开始 ,对 2 
的 对 莹 添加 . 产 的 新 对 象 . 这 些 对 象 是 理论 "的 本 原 对 和 象 ,而 
这 个 理论 的 本 厌 关 系 * 筷 王 仍 如 前 述 由 “限制 "定义 .但 这 时 和 通 
过 适当 定义 9" 的 对 蓝 ( 这 是 科恩 方法 的 关键 之 处 ) ,就 可 能 导 
致 :如 果 CH" 是 CH 在 .>y*" 中 的 翻译 , 则 “ 非 CH 是 .9 " 的 一 条 
定理 ,从 而 是 . 字 的 一 条 定理 .如 同 前 面 那样 ,我 们 由 此 作出 结 
- 论 : 字 中 没有 CH 的 证 明 . 其 结果 是 ,假定 多 不 是 不 相 容 的 , 则 
CH 在 . 灾 中 是 不 可 判定 的 . 

现在 我 们 注意 到 ,一 般 地 说 ,如 果 P 是 .FF 中 的 一 个 不 可 判 
定 命题 ,那么 我 们 能 考虑 在 策 梅 鲁 列举 的 公理 上 添加 P 或 “ 非 
已 所 得 到 的 公理 ZF + 已 或 zF+( 非 已 ). 如 果 ZF 不 导致 矛盾 ， 
那么 这 一 点 对 ZF + PP 与 ZF + ( 非 P) 也 同样 为 真 .这 样 我 们 定 
必 了 两 种 集合 论 " ,当然 两 者 互 不 相 容 ,但 都 如 同 . 灾 一 样 成 立 . 
但 是 还 有 更 多 的 结论 来 临 : 仍 把 连续 统 假 设 表 达 为 没有 满足 仆 。 
<ht<e 的 基数 In, 对 每 个 整数 nEN, 假 定 CH, 表述 为 :性 有 
nn 个 不 同 的 基数 ,满足 上 述 不 等 式 (在 这 种 记号 下 ,CH 就 与 CHo 
相同 ). 于 是 通过 对 .> ' 添加 适当 选取 的 本 原 对 象 来 得 到 模型 
.% 了 ,用 科恩 的 方法 就 能 证 明 , 如 果 ZF 不 导致 不 盾 ,那么 CH 
在 .中 是 不 可 判定 的 ,并 且 这 推出 ZF + CH， 也 不 导致 子 盾 .这 
样 我 们 就 有 无 穷 多 种 “集合 论 ”, 其 中 任何 两 个 都 互 不 相 容 ! 这 
还 不 是 科恩 方法 所 能 做 的 全 部 :在 最 近 20 年 中 ,逻辑 学 家 能 证 
明 .关中 不 少 命题 是 不 可 判定 的 ,特别 是 ,选择 公理 AC 甚至 可 数 


出 .>' 的 两 个 集合 可 以 在 .>' 中 不 等 势 查 在 . 中 变 为 等 热 .因为 
"的 集合 上 添加 的 新 集合 可 以 满足 :它们 之 间 人 允许 定义 一 个 在 .FF' 中 不 
存在 的 一 一 映射 . 


一 273 一 


.244] 


当代 数学 ;为 了 人 类 心智 的 荣 疾 


选择 公理 都 是 不 可 判定 的 ， 
D， 数 学 家 的 反应 


由 于 ZF 公理 系统 蕴涵 关于 算术 的 皮 亚 诺 公 理 ( 本 章 83， 
外) ,所 以 胡 德 尔 不 完全 性 定理 表明 ,不 可 能 通过 元 数学 步 怠 来 
建立 皮 亚 诺 公 理 不 会 导致 政 盾 . 称 作 一 一 其 实 并 不 正确 “ 形 
式 主 义 者 "的 数学 家 (今天 这 差不多 意味 着 做 研究 的 数学 家 的 整 
个 群体 ) 把 希望 寄托 在 这 一 点 上 .就 像 物 理学 家 和 和 牛 物 学 家 相信 
自然 定律 的 永恒 性 只 是 由 于 它 与 迄今 为 止 他 们 的 观察 相符 那 
样 , 这 些 数 学 家 相信 和 集合 论 中 不 会 显现 牙 盾 ,因为 在 最 近 80 年 
中 没有 出 现 过 矛盾 .再 则 ,这些 数学 家 还 相信 ,设想 我 们 会 有 无 
穷 集 的 "直觉 "概念 是 徒劳 的 ;事实 上 ,我 们 关于 小 的 有 限 集 的 不 
容 置 疑 的 直觉 使 得 关于 无 穷 集 的 不 少 陈述 显得 是 “自然 的 ”, 而 
这 些 陈 述 从 ZF 公理 看 仍 是 不 可 判定 的 .从 同样 的 直觉 观点 看 ， 
2F 公理 也 是 “自然 的 ” 

在 反对 这 种 信赖 中 出 现 了 一 托 数 学 家 ,他 们 不 满意 于 这 样 的 
现 点 :不 允许 谈论 "真确 性 ” ,但 严格 坚持 按照 公理 系统 “能 证 明 ” 
的 概念 由 . 这 些 异 议 者 从 来 数目 不 多 ,但 却 包 括 诸如 H : 庞 加 莱 ， 
E* 波 莱 尔 , 勒 贝 格 和 日 :外 尔 这 样 的 著名 人 物 . 其 中 最 系统 的 是 
L"E*J* 布 劳 威 尔 , 他 开始 时 由 于 在 代数 拓扑 中 做 了 第 一 流 工作 而 
引 和 人 注目 ,但 却 把 自己 大 部 分 科学 生涯 奉献 给 重新 构筑 符合 他 的 
想法 的 数学 ,并 建立 了 称 为 “直觉 主义 者 "的 学 派 .还 有 另 一 些 数 
学 家 ,其 观点 接近 直觉 主义 者 , 称 为 “构造 主义 者 ”. 

要 描述 这 些 数学 家 的 观念 是 相当 困难 的 ;无 论 如 何 ,他 们 要 
互 之 间 也 不 尽 相 同 .他 们 承认 数学 对 象 具 有 不 同 于 经 验 实在 的 


QD ”所谓 " 形 式 主义 者 "数学 家 并 不 禁止 谈论 “ 真 命题 ", 但 对 他 们 而 言 ， 
这 总 是 指 一 个 命题 具有 基于 明白 陈述 的 公理 系统 的 已 发 表 的 证 明 这 种 情 
形 ;而 假 命 县" 则 是 其 否定 在 前 述 意 义 下 为 * 真 "的 命题 . 
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“实在 性 "(或 许 类 似 于 柏拉图 赋予 他 的 "理念 ”的 "实在 性 ”?). 他 
们 一 到 同意 自然 数 序列 这 种 和 饮 奸 情形 ,对 此 他 们 认为 他 们 上 其 有 
一 种 基本 的 直觉 ,而 且 他 们 确信 它 不 会 含有 隐藏 的 于 盾 .他 们 不 
接受 一 个 数学 对 象 的 “存在 性” ,除非 他 们 能 把 它 " 构 造 " 出 来 {本 
童 §4,5&), 这 意味 着 大 于 可 数 的 基数 的 集合 对 他 们 而 言 只 不 过 
是 数学 范围 以 外 的 “幻想 " .这 导致 他 人 科 限 制 经 典 馆 辑 的 规则 ,并 
拒绝 使 用 所 谓 “ 排 中 律 ", 它 断言 对 任何 命 蚁 P ,命题 (P 或 { 非 
忆 )) 总 为 真 ,即使 当 P 或 ( 非 P) 都 不 能 证 明 时 也 是 如 此 ,这 种 
态度 能 使 他 们 进 免 “ 悖 论 ", 但 “形式 主义 者 ”接受 的 许多 定理 ， 
“直觉 主义 者 "或 “构造 主义 者 ” 却 不 接受 . 

两 个 阵营 之 间 在 1925 至 1930 年 期 间 争 论 得 非常 激烈 ,每 
一 方 力 求 说 最 另 一 方 , 但 徒劳 无 功 .时 下 某 些 “构造 主义 者 " 热 惠 
于 传播 其 信 侧 ,但 在 数学 界 几 乎 没有 什么 反响 ,被 称 为 “形式 主 
义 者 ”的 年 青 数学 家 其 至 都 不 知道 曾经 有 过 “基础 危机 ”. 当 我 们 
对 数学 中 发 生 的 事情 与 物理 学 中 的 现实 危机 加 以 比 较 ( 在 物理 
学 中 相对 论 和 量子 力学 迫使 物理 学 家 根本 改变 他 们 关于 自然 现 
象 的 概念 ) 时 ,无论 如 何 要 说 这 里 “危机 "是 一 个 完全 误导 的 词 
汇 , 在 数学 中 ,我 们 至 多 能 说 “ 悖 论 ” 引 起 的 某 种 不 安 ;但 除 布 劳 
威 尔 及 其 门徒 外 , 它 几 乎 并 未 导致 什么 数学 家 对 他 们 表达 证 骨 
的 方式 作 些 微 改 变 , 更 有 甚 者 , 据 称 发 生 * 危 机 "的 1895 至 1930 
年 ,是 数学 历史 上 最 丰 窗 多 产 的 阶段 之 一 ,第 五 章 85,A 中 列举 
的 几乎 所 有 分 支 在 此 期 间 都 取得 了 决定 性 的 进展 .在 当代 ,我 们 
亲眼 目睹 前 所 未 有 的 古老 问题 的 解决 和 崭新 方法 的 发 现 ,再 说 
什么 “ 危 拟 "就 更 加 素 无 意义 了 . 


,数学 与 带 辑 之 间 的 关系 


内 1930 年 以 来 ,数理 逻辑 专家 并 未 把 他 们 的 努力 限于 证 明 
集合 论 中 命题 的 不 可 判定 性 . 他 们 也 研究 许多 有 别 于 经 上 典 轨 转 
( 它 并 入 到 ZF 系统 中 ) 的 逻辑 体系 ;不仅 馆 辑 规则 可 为 直觉 主 
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当代 数学 ;将 了 人 关心 各 的 弟 闪 


义 者 接受 ,而 且 还 有 别 的 还 辑 体系 ,其 中 有 些 导 源 于 吾 代 哲学 


家 .这 里 有 模 态 逻辑 .多 值 逻辑 : 等 等 .他 们 同样 彻底 分 析 了 数 
党 家 们 所 用 的 “构造 步 又 (本 莫 54,A), 创 造 了 称 为 “递归 函 
数 " 的 理论 ,研究 这 些 问 题 的 逻辑 学 家 的 人 数 不 断 增加 ,从 而 现 
今 数理 逻辑 已 成 为 一 座 令 人 印象 深刻 的 宏大 建筑 . 

某 些 在 其 证 明 中 使 用 经 典 逻辑 的 数学 家 ,借助 逻辑 学 家 的 
发 现 来 提供 尚未 解决 的 问题 的 {肯定 或 否定 ) 管 案 , 关 于 一 般 拓 
扑 、 有 序 集 理论 ,测度 论 以 及 代数 学 中 某 些 部 分 的 问题 尤其 如 
此 ,从 20 世纪 初叶 起 ,他 们 为 此 目的 应 用 了 选择 公理 和 连续 统 
假设 ,而 现在 他 们 能 通过 其 公理 系统 为 ZF + P 的 理论 来 探讨 这 
些 问 题 ,这 里 P 是 ZF 公理 系统 不 可 判定 的 许多 命题 之 一 . 

也 已 注意 到 , 某 些 新 的 逻辑 系统 能 翻译 为 代数 结构 , 恰 如 经 
典 逻 辑 翻 译 为 "布尔 代数 “( 本 章 8$5,A) 那 样 ; 而 这 些 结构 , 除 它 
们 对 于 逻辑 的 意义 外 ,也 因 其 自身 的 存在 价值 而 得 到 研究 . 

同样 ,如果 人 们 和 仔 绍 查 阅 《 数 学 评论 》, 就 能 注意 到 这 些 工 作 
只 代表 “形式 主义 者 "所 做 研究 的 一 个 极 小 部 分 . 大 部 分 工作 是 
在 集合 的 基数 志平 都 不 大 于 R 的 基数 以 及 除 可 数 选择 公理 (本 
章 §4,B8) 从 无 必要 应 用 ZF 之 外 的 公理 的 各 个 领域 (参见 第 五 
章 , $5,A) 中 做 的 有 2. 在 这 些 领域 中 工作 的 数学 家 很 少 知道 逻辑 
学 家 在 做 些 什 么 ,如果 他 们 有 时 听 到 逻辑 学 家 所 做 的 工作 ,也 不 
比 对 于 离 数学 较 远 的 学 科 诸 如 生物 学 或 地 质 学 赋予 更 多 的 关 
注 , 如果 逻辑 学 家 有 时 对 这 种 玖 远 状 况 感 到 惊讶 , 那 是 因为 他 们 
未 能 考虑 最 近 50 多 年 中 数学 的 演进 . 逻辑 学 家 没有 做 任何 有 助 


(D 除 对 经 典 馆 辑 的 命题 赋予 “ 真 " 值 或 “ 假 " 秆 让, 这些 逻 辑 还 允许 
第 三 个 “可 能 " 值 ,其 至 允许 许多 其 他 的 秆 . 

中 ”这些 数学 家 中 有 一 些 走 得 更 远 ,在 其 论著 中 宜 布 他 们 对 选择 公 
理 深恶痛绝 ”. 他 们 的 态度 与 1930 年 的 “青年 造反 派 " 正 好 相反 ,后 者 为 使 
传统 主义 者 色 动 ,其 至 在 可 以 不 用 选择 公理 时 也 要 使 用 选择 公理 . 
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于 数学 家 解决 他 们 的 问题 的 事情 ,而 这 些 问 题 才 是 数学 家 真正 
感 兴趣 的 ;因为 如 果 数 学 家 们 偶尔 昕 到 什么 " 悖 论 ” ,就 他 站 所 关 
心 的 事情 而 言 ,这 只 不 过 是 一 些 假 问题 而 已 . 


6.“ 严 格 证 明 的 概念 


各 个 时 代 都 有 数学 家 批评 他 们 的 前 辈 或 后 时 代 人 的 证 明 [247] 
不 够 严格 ;而 他 们 提供 的 代替 有 缺陷 证 明 的 论证 转 过 来 又 常 
肖 被 他 们 的 后 代 认为 不 吏 和 着 当 .这 种 表面 上 不 断 使 数学 家 的 论 
证 成 为 问题 的 状况 最 终 导 致 某 些 人 设想 ,这 些 论证 包含 根本 的 
缺陷 ,这 表明 永远 不 可 能 找到 对 任何 批评 都 无 懈 可 击 的 证 明 . 

我 认为 由 于 对 数学 史 的 误解 ,我 们 在 这 里 听 到 了 一 种 肤浅 
的 看 法 .让 我 们 再 来 看 一 下 表达 为 一 系列 推断 的 证 明 展 开 的 途 
径 :为 证 明 陈述 @ ,我 们 从 一 个 先前 的 陈述 P 已 得 证 明 ( 或 作为 
一 个 会 理 ) 这 个 事实 出 发 来 证 明 “ 忆 蕴涵 0@". 由 于 只 当 构成 一 个 
证 盟 的 每 个 推断 都 正确 时 才能 说 该 证 明 为 “严格 "”, 因 此 有 必要 
考察 什么 东西 能 使 得 一 个 推断 不 正 玉 . 

1 ) 撒 开 平庸 的 计算 错误 不 谈 , 数 学 家 可 能 无 意 地 把 P{ 对 
应 地 ,@) 与 类 似 的 命题 P' (对 应 地 , 0') 混 清 起 来 ,而 P' 以 及 
户 冀 涵 Q" 《对 应 地 ,PP 以 及 “P 蕴涵 0'”) 已 被 证 明 . 当 P 的 陈 
述 很 长 .很 复杂 或 当 Q 的 陈述 涉及 多 种 情形 ,它们 必须 分 别 验 
证 时 ,和 常 发 生 这 种 情形 .有 时 发 现 这 类 错误 得 等 上 好 几 十 年 . 

了 ) 命题 P 或 “P 将 润 0" 不 是 公理 ,也 未 被 证 明 , 但 显得 
十 分 合乎 情理 ,这 属于 不 充分 性 范畴 ;我 们 曾 指出 欧 几 里 得 《 几 
何 原 本 》 中 的 若干 例子 ( 见 第 三 章 , $4). 某 些 类 似 的 例子 是 19 
世纪 前 期 的 分 析 学 家 诸如 柯 西 . 阿 贝尔 甚至 狄 里 克 雷 、 黎 有 曼 在 连 
继 性 和 收 往 性 问题 上 所 犯错 误 的 根源 . 他 们 所 研究 的 对 象 有 正 
确 的 定义 ,但 他 们 未 能 亚 步 检查 ,确保 他 们 并 未 使 用 这 些 定义 以 
外 的 任何 东西 .类 似 的 情形 在 1940 年 之 前 的 代数 曲面 理论 中 也 
常 出 现 , 就 是 有 意识 地 忽略 一 般 论证 不 能 应 用 的 “例外 情形 ”. 
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当代 雪 学 ;为 了 人 类 心智 的 荣昌 


这 类 错误 在 已 经 长 期 建立 的 理论 中 不 大 普遍 .在 分 析 中 ,从 
魏 尔 斯 特 拉 斯 时 代 以 来 ,它们 并 未 出 现 过 .然而 即便 在 今天 ,也 
会 发 生 一 个 证 明 涉 及 大 量 步骤 ,其 中 某 些 步骤 的 确立 需要 大 重 
努力 ; 反 过 来 ,陈述 "P 蕴 酒 Q" 也 可 能 显得 简单 ,常常 多 少 类 伺 
于 标准 的 论证 方式 .于 是 就 会 倾 问 于 一 略 而 过 ,什么 也 不 写 .为 
过 多 细节 所 苦 的 数学 家 ,就 会 免除 书面 证 明 ,而 代 之 以 一 个 老 是 


;出现 的 短语 “ 易 见 …… “我 不 相信 会 有 许多 数学 家 在 其 一 生 经 


历 中 一 次 也 没有 碰 到 过 这 样 的 灾难 . 

笑 ) 在 前 述 各 种 情形 中 ,为 矫正 证 明 需 花 大 量 时 间 是 军 兄 
的 . 当 所 讨论 的 对 象 未 被 精确 定义 ,因而 号 称 证 明 的 论证 从 一 开 
头 就 有 问题 这 种 情形 则 相当 不 同 .在 分 析 中 ,这 种 情形 发 生 于 17， 
18 村 纪 关 于 "无穷小 "与 级 数 之 “和 ”的 论证 中 ,当时 还 没有 人 能 说 
清楚 这 两 个 概念 意味 着 什么 , 当然 ,在 绝 大 多 数 情 形 ,那个 时 代 最 
好 的 数学 家 关于 对 这 些 模 糊 概 念 能 做 些 奸 么 有 着 正确 的 观念 ,而 
且 他 们 的 卓越 发 现 鼓 甸 他 们 加 速 前 进 , 但 是 他 们 未 能 以 答 当 的 数 
学 语言 表达 他 们 的 证 明 . 在 19 世纪 ,虽然 不 难 对 他 们 的 结论 提供 
完全 正确 的 证 明 ,但 这 要 等 到 作为 基本 概念 的 极限 观念 制定 出 来 
而 且 其 性 质 得 到 全 而 汇编 ( 见 第 三 章 $9) 后 才 有 可 能 . 

在 整个 19 世纪, 关于 拓扑 概念 ( 见 第 五 章 53,E) 的 详细 阅 
述 ,再 度 发 生 同 样 的 情形 .具有 洞察 天 才 的 牧 曙 创造 了 数学 地 研 
究 井 面 的 拓扑 的 方法 ,例如 ,通过 研究 曲面 上 的 曲线 ,使 得 球面 
与 环 而 之 间 的 "直观 ”差别 有 可 能 合理 化 ,然而 歼 曼 及 其 同时 民 
人 都 没有 这 种 研究 必 不 可 少 的 工具 ,因而 当 他 们 谈 到 “曲线 ”、 
“曲面 "或 “形变 "时 ,都 不 得 不 转 而 依靠 "直观 " ,而 这 样 懒 的 危险 
联系 到 皮 亚 诺 “ 曲 线 "( 本 章 § 2,B) 时 就 很 快 显现 了 出 来 . 

然而 即使 在 被 看 作 属 于 “初等 几何 学 "的 * 多 面体 "情形 ,甚至 
也 有 更 糟 的 事情 .在 其 4 凡 何 原 本 》 中 , 欧 几 里 得 只 定义 了 梳 柱 、 棱 
锥 和 正 多 而 体 .1750 年 , 欧 拉 谈 到 “多 面体 " ,但 未 给 定 广 .他 还 说 ， 
如 果 s ,a ,f 分 别 是 多 面体 呈 的 顶点 ,楼 和 而 的 数目 , 则 数 
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xtP)=s-atf 

总 是 等 于 2, 他 的 证 明 ( 无 论 如 何 是 不 充分 的 ) 使 人 想到 他 涉及 
的 只 是 是 多 面体 ,即位 于 其 每 个 面 的 一 侧 的 多 面体 .在 19 世纪 
进程 中 ,不 仅 欧 拉 关 于 凸 多 面体 的 定理 得 到 了 正确 证 明 , 而 且 有 
十 来 位 数学 家 关注 对 所 有 多 面体 计算 数 y (PP). 问题 在 于 , 据 我 
所 知 , 其 中 没有 - -个 人 能 给 出 应 当 怎 样 理解 "多 面体 ”的 一 般 定 [249] 
六 . 只 是 在 庞 加 莱 1895 年 的 论著 中 才 出 现 了 这 样 的 定义 PD. 先 
前 这 些 数学 家 中 每 一 位 都 设想 他 给 击 了 这 样 一 种 定义 ,符合 他 
个 人 关于 多 面体 应 当 怎 么 样 的 "直观", 稍 后 另 一 位 数学 家 显示 
了 了 一些“ 图 形 " ,他 认为 也 是 “多 面体 ” ,但 并 不 满足 他 的 前 人 人 设 定 
的 条 件 . x (P) 的 值 自然 依赖 于 所 选用 的 “定义 ”, 以 致 看 来 不 会 
有 xtP) 的 一 般 表达 式 , 其 推导 是 充分 “严格 "的 1 

结论 是 显然 的 ;除非 在 公理 化 理论 的 体系 中 ,否则 就 不 会 有 
“严格 "的 证 明 . 在 公理 化 理论 中 ,指明 了 “本 原 的 ”对象 和 关系 ， 
毫 无 遗漏 地 列举 了 这 些 对 象 和 关系 据 以 联系 的 公理 ;因而 如 果 
不 算 工 ) 和 了 ) 中 提 到 的 芍 扰 和 错误 , 那 乏 这 个 必要 条 件 也 是 充 
分 的 “缺乏 严格 性 "包公 意味 着 “缺乏 精密 性 ”. 

历史 每 每 证 实 这 一 论断 ,对 算术 中 的 “严格 "证 明 从 来 没有 
过 争论 ;在 分 析 中 ,从 魏 尔 斯 特 拉 斯 以 来 ,在 代数 拓扑 中 ,从 
1930 年 以 后 ,在 代数 几何 中 ,从 1950 年 以 后 ,都 没有 出 现 过 争 
论 . 当然 ,未 来 的 数学 家 并 非 不 可 能 需要 开发 -- 种 理论 但 不 把 它 


出 ”这 个 定义 是 简单 的 ,但 得 好 好 想 一 想 ! Ra 中 的 一 条 开 线 段 是 去 
挤 两 个 端点 的 一 直线 段 ,而 一 个 开 多 边 形 是 位 于 了 Ra 的 某 一 平面 上 的 去 掉 
边界 的 有 界 凸 多 边 形 .一 个 多 面体 是 BB 的 子 集 的 一 个 有 限 集 .F 的 并 ,. 祈 
的 元 京 是 点 、 开 线段 和 开 多 边 形 ,而 妇 的 任何 两 个 不 同 元 素 没有 公共 点 ， 
且 满 足下 述 条 件 :如 果 开 线段 的 端点 属于 .外 由 地 开 线 段 属 于 . 儿 如 果 开 过 
边 形 的 项 点 和 边 ( 看 作 开 线段 ) 属 于 .六 则 此 开 雪 边 形 属 于 谍 亚 历 山 大 于 
1915 年 证 明 , 对 于 凶 面 体 呈 ,x(PP) 关 于 同 胜 是 不 灾 的 ， 
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置 于 公理 化 形式 之 中 ;但 除 非 他 们 和 白 己 或 别人 能 设法 敌 到 使 之 


上 有 公理 化 的 形式 .省 则 他 们 就 冒 着 被 数 掌 界 视 为 “不 严格 ”的 
城 障 ， 


附 录 


1. 曲面 上 的 几何 学 


为 简略 起 匈 .我 们 称 一 个 或 几 个 实 变 量 的 实 值 函 数 汶 正则 
的 ,如 果 它 具有 直到 3 阶 的 导数 ( 偏 导数 ). 


下 . 挠 曲 线 
在 微分 几何 中 ,空间 Rs 中 的 一 条 正则 挠 曲线 有 是 坐标 为 
< = 并 人 ,YY 人) 二 下 人) (C1) 


的 点 时 (的 轨迹 ,其 中 上 在 及 的 区 间 了 中 变动 ,而 A,e ,hh 是 该 
区 间 上 的 正则 隔 数 .我 们 称 :为 曲线 六 上 点 调 {1) 的 参数 ,而 公 
式 (1) 就 是 丁 的 参数 表示 .例如 ,圆柱 螺旋 线 由 参数 表示 
X= co8t,y = asint,z = ht (2) 
定义 ,其 中 :在 RR 中 变动 ,a ,hh 是非 零 常数 . 
欧 拉 揭示 ,了 的 截 曲线 上 点 4 到 终点 并 (1) 的 弧 的 长 度 
it 是 上 的 函数 , 它 上 共有 由 
5 = CO) (gE))2 + Ch ))2)172 (3) 
给 出 的 导数 . 例如 ,对 于 由 (2) 给 出 的 螺 旋 线 ,有 s' (1) = 
{a+ 有 2 从 ,因而 
3(1) = (a7+ 2121+ 常数 . 


B. 曲 而 上 的 曲线 


对 于 艇 入 于 R? 中 的 “正则 ”曲面 三 ,高 斯 的 想法 是 三 同样 
是 坐标 六 
革 王 所 下 = 友人 下) 二 下 (和 (4) 
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的 点 (upo) 的 轨迹 ,其 中 sy 分 别 在 R 的 一 个 区 间 内 变动 ， 
fg :hk 是 正则 函数 .通过 取 ay 为 及 的 一 个 区 间 上 的 上 的 正则 
函数 并 把 这 两 个 函数 代入 (4), 就 得 到 一 条 描 给 于 三 上 的 正则 
曲线 厂 . 对 于 这 样 的 曲线 的 长 度 s (0) ,公式 人 3) 给 出 
Ca (t= Ew (tOFu rNy (t+ Guy (1))?, (5) 
其 中 五 ,三 ,有 是 xyz 的 由 下 式 定 义 的 画 数 : 
QFfY? de12 dh? 
Elu,v)=( 萄 ) + (下 ) + 下) ， 
| | adh an 
Fuw)= 冲 各 + 臣 攻 + 半 和 ， (6) 


ce 人 的 (肥效 pm 


而 在 s 亿 二 的 会 式 中 ,二 ,CC 中 的 wb 必须 以 其 1 的 表示 式 代 
入 ,对 于 函数 g(t) 的 导数 ,用 莱 布 尼 芯 的 记号 


do 
dt 


基 方 便 的 ,于 是 公式 (5) 可 写 为 
ds2 = Edu +2Fdudy + Cdv’, (7) 
它 具有 不 特别 指明 所 选 参数 ; 的 优点 . 
如 果 定 上 两 条 曲线 Pi,P， 通过 同一 点 ; 则 此 两 曲线 在 该 点 
处 的 切线 {适当 给 定 方向 ) 之 间 的 夹 角 a 由 下 式 给 定 : 
_ Eduiduz+ Flduidyvs + duady1) + Gdvidv> 
(Eduft+2Fduidol+ Cdvf) (Edu +2Fdurdv + Gava) 
(8) 
2 上 的 测 地 线 定义 为 曲线 v= p(x), 其 中 ov 满足 某 个 只 依赖 于 
函数 ,下 ,G 及 其 导数 的 二 阶 微分 方程 ， 
最 后 ,如 果 三 上 的 集合 4 对 应 于 平面 R? 的 点 (ua,p)y 的 一 
个 集合 了, 则 


点 的 面积 = | Cge - Pdudv。 (9) 
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当代 雪 学 :为 了 天 类 心 和 的 荣光 


有 上 必 贤 提 洪 -- 下 ,对 开 整 个 曲 曙 三, 并 不 一定 总 能 找到 委 
数 青 小 式 (4) ,使 得 的 每 个 上 总 多 对 应 一 个 参数 偶 (wu,z). 例 
如 ,对 于 以 如 为 中 心 ,以 民 为 半径 的 球面 ,我 们 有 作为 经 度 gp 
和 纬度 的 咬 数 的 下 述 参 数 胡 示 式 : 
x= Reosdcos@,y = Reosdsing ,2 = Rsing, 
其 中 Dw 27， -方志 9< 闻 .但 P=0 和 =2x 对 应 同一 点 ， 


有 9 = 本 时 对 9 的 任何 值 都 给 出 球面 的 北极 .因此 有 六 要 只 对 
球面 的 由 
0O<p<2r,-F<0<7 


2 
定义 的 部 分 应 用 上 述 公式 ， 

获 曼 的 观点 在 于 不 管 曲 面 在 空间 中 任何 形式 的 "由 入 ", 把 
“曲面 部 分 " 定 浆 为 BR 的 两 个 开 区 间 a<w<b8,cxv<a 之 积 ， 
但 风 予 一 个 曲线 “长 度 "的 定义 ,此 定义 -~ 般 与 欧 几 里 得 平面 上 
曲线 长 度 的 定义 不 同 . 曲线 长 度 由 公式 (7) 给 出 ,但 现在 只 假定 
EE ,FG 是 u,v 的 正则 隔 数 ,满足 E>0,6>0,EC- >0, 而 
不 是 内 诸如 (6) 这 样 的 公式 导出 瑟 , 严 .C. 


例 : 平坦 环 面 . 环 面 是 由 半径 为 r 的 圆 绕 位 于 圆 所 在 平 
面 且 与 圆心 相距 为 a( > +) 的 直线 旋转 得 到 的 旋转 曲面 . 取 旋 转 
轴 为 0z 轴 , 就 有 参数 表示 式 

xx =(E+reostjyeosy,y = {m+ reosu)siny,s = reing, 
其 中 0suxs2r ,0ar ec27. 

如 果 此 曲面 上 的 曲线 长 度 由 欧 拉 公式 (3) 计 算 , 则 得 

ds*= (a+ reosu)idvt+ ridn?. 
为 一 方面 ,对 于 “平坦 环 面 " ,我 们 简单 地 取 
ds* = du + dvw?. 
护照 黎 曼 的 观点 ,其 结果 是 由 0<uw<2r,0<w<2r 定义 的 则 
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> 
面部 分 与 平面 上 该 子 集 不 加 区 别 . 
C. 上 庞 加 某 半 平面 
现在 考虑 这 样 的 曲面 , 它 是 由 点 (* ,y) 构 成 的 羊 平面 于, 其 
中 x 后 及 为 任意 ,而 y >0. 取 
ds?= 3(dx? + dy?). (10) 
圆心 在 Ox 轴 上 的 半圆 由 参数 表示 
T=+ reosp,y = rsing 
给 出 ,其 中 0< p< x, 于 是 由 (10) 推 出 此 曲线 的 长 度 由 
| 
ds = sing (11) 
给 由 ,由 此 得 到 
3 = logtan 多 + 常数 ， 


对 于 两 个 半圆 之 间 的 “ 非 欧 " 角 a( 见 图 55), 由 (11) 从 公式 (8) 得 
到 
cosa = Cos( 2 — PD1). 


因此 “ 非 欧 几 里 得 " 角 a 等 于 “ 欧 几 里 得 ”" 角 gq; gl. 
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为 研究 群 CIL (2,R) 的 作用 ,把 公式 (10) 写 成 


ds?7 = dz "ds (12) 
和 
-2353 ”的 形式 是 方便 的 .现在 如 果 
_ ez 二 站 
Z =X+iY = 全， 
出 有 
疡 -+ 
y+8 
因 之 
__ad-— FB ,, 
dy Todd Ty od 
Y= Ty rol 
从 而 


站 
至 于 所 说 斜 在 相同 ( 非 欧 ) 长 度 的 “ 非 欧 “线段 "上 的 “传递 性 ”， 
我 们 注意 群 CL: (2,R}) 包 含 位 似 和 平移 
z ar+p 
(a >0,8 是 任 一 实数 ) 的 子 群 . 
使 用 上 述 子 群 ,只 须 证 明 半 图 x? + y? -2x =0 上 每 个 弛 


4141 能 被 GL+ (2, 有 了) 的 一 个 元 素 恋 换 为 平行 王 Oy 的 具有 相同 
非 欧 长 度 的 线段 B18;. 变换 
十 


2 =4- 一 
己 


把 所 说 半 呵 上 的 点 (xy) 变 换 为 点 (下 ,YY)》, 其 中 不 =2 了 = 
2y/Ax, 且 有 {图 56) 


Vd2"dZ = Tds"dz. 


log 了 > 一 ]ogY 了 1 = logtan 多 — logtan 全 


这 一 传递 性 可 用 来 计算 三 角形 4BC 的 “ 非 欧 "面积 .由 于 
CL* (2,R) 保 持 角 度 和 面积 不 变 , 因 此 只 须 对 BC 为 Oy 的 平行 
线 的 一 部 分 的 情形 进行 计算 (图 57). 由 (9) 我 们 有 [254] 
4BC 的 面积 = 【dx | ny 时 
rsingp ¥ 


= | dx_ [?_dx 
Jrsng Jp Rsing 


当代 数学 :为 了 人 类 心 锅 的 荣 府 


在 贺 引 54 王 有 <* = reosp, 曾 在 贺 狐 BA 上 有 x = Reos 风 . 因 


此 
4 9 

这 样 

4BC 的 面积 = gx~ 1 一 tL- 1) 

= (p22 = p22) — PI+ i. 
但 
a = p27 = pT -B= 

所 以 最 后 得 到 


ABC 的 面积 =xr- (ga+B+7). 
最 后 ,我 们 来 证 明 只 有 一 条 非 欧 线 垂直 于 两 “平行 " 非 欧 线 . 
在 网 几 里 得 "词典 "中 ,这 两 条 “直线 "是 直径 分 别 为 44', B88' 上 有 
没有 公共 点 的 两 个 半圆 (图 58). 


如 果 这 两 个 半圆 同心 , 则 此 唯一 的 “ 公 垂 线 " 是 通过 公共 加 
心平 行 于 Oy 的 半 直 线 .否则 , 作 贺 心 在 0x 上 且 与 所 给 两 半圆 
正 诡 的 半圆 , 设 5 是 其 圆心 ,R 是 其 半径 .如 果 > ,人 
别 是 局 ,A ,A',B,B' 的 横 坐 标 , 则 必 有 有 


-255] R= CA"CA’ = CHB. Ch", 
因 之 
R=(x-a)lx -a)=(x- bx- b'). (13) 
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这 说 明 x 是 - :次 方程 
(ata’ -bb' r=bb ag 
的 解 .由 于 所 给 两 半圆 不 同心 ,系数 a+ a -bb-b' 不 等 于 零 . 
当 把 x 的 这 个 值 代 入 (13) 时 ,右边 两 表达 式 必 为 正 数 ,因为 理 
则 就 会 有 -~ 正 实数 y 满足 
(x-a}ltx—-a’)=(x—- b(t-b)= -7Yy’, 
而 这 会 蕴涵 两 个 半圆 
x- a)lr-a)+y =0,Cr- bx -b+y:=0 
在 半 平 面 H 中 有 一 公共 点 ,这 与 假定 矛盾. 


2.， 实数 模型 


A. 有理数 理论 


实数 公理 { 见 第 三 章 峙 录 2) 草 涵 在 R 内 存在 有 理 整 数 的 加 
法 于 群 了 和 有 理 数 pg (pzZ,gEZ 且 了 关 0) 的 子 域 四 .为 在 
自然 数理 论 中 得 到 实数 的 模型 ,我 们 首先 在 自然 数理 论 中 构造 
志和 的 模型. 

对 于 世 , 在 N* xN* 中 考虑 下 述 等 价 关系 :两 个 偶 (p ,g) 与 
(5 9) 等 价 , 如 果 

P+gqg =p +4; 

我 们 以 Z(N? ) 记 关于 此 关系 的 等 价 类 的 集合 . 

存在 ZZ 到 Z(N*) 上 的 一 个 典范 一 一 映射 4d. 为 定义 此 里 
射 , 如 果 z>0, 令 {z+l,1) 对 应 子 zEZ, 如 果 z<0, 则 信 (1,1- 
z) 对 应 于 zE 了 (我 们 记得 我 们 已 使 N* 等 同 于 实数 n “ltr 
N ” ) 的 集合 ). 定 义 d{z) 是 所 说 偶 的 等 价 类 .这 就 得 到 我 们 寻求 
的 模型 ,其 验证 是 简单 的 . 

对 于 ;通过 类 似 的 步 双 ,我们 在 整数 理论 中 构造 其 模型 
(由 此 如 果 我 们 愿意 ,就 可 在 自然 数理 论 中 构造 其 模型 ) ;考虑 满 
是 9 关 0 的 整数 偶 (p ,gq ) 的 集合 C(Z) 以 及 下 述 等 价 关系 ， 两 个 
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和 偶 (pp,y) 与 (p',g') 等 价 , 如 果 

pq = 五 9， 
令 昌 (Z) 为 关于 此 等 价 关 系 的 等 价 类 的 集合 .通过 令 偶 (p ,9) 的 
等 价 类 c(ipAq) 对 应 于 有 理 数 pyg(p,gEZ.9zn0) ,可 定义 站 
到 QiZ) 上 的 典范 一 一 晓 射 c. 由 定义 耿 即 得 知 , 如 果 pzg = 
_2536 | p'Ag'; 则 cp79) = chp'A9'), 因 而 我 们 定 尖 了 所 需 的 模 歼 . 


B. 戴 德 人 金 横 型 ( 简 述 ) 


这 蚌 R 在 有 理 数 理论 中 的 一 个 模型 (由 A, 它 也 是 在 自然 
数理 论 中 的 模型 ). 在 有 理 数 集 所 有 子 集 的 集合 昔 (@Q) 中 , 定 文 
如 下 的 子 集 了 CQ 构成 的 子 集 欠 (Q): Xz6,XzQ, 且 XX 具 
有 下 述 性 质 : 下 没有 最 大 元 , 且 如 果 xEEX,y<x, 则 有 yEX. 

为 简单 起 见 , 称 跟 (@Q) 的 元 素 为 加 的 截 段 . 

在 只 (Q) 中 可 给 出 由 包 食 关系 CY 定义 的 序 结构 . 它 在 
站 (Q) 上 是 一 个 全 序 结构 .事实 上 ,假定 ,了 是 两 个 不 同 的 截 
段 , 则 或 者 存在 xE X 使 得 x 多 了, 或 者 存在 yE Y 使 得 y 多 下. 
在 第 一 种 情形 ,有理数 ux 不 可 能 属于 Y, 否则 由 定 交 就 会 有 
* 拓 了 ,从 而 每 个 yEY 满足 条 件 y < x, 由 定义 这 素 涵 yEX, 因 
而 YCCX. 同样 的 论证 可 得 第 二 种 情形 导 臻 邯 王 了 . 

对 每 个 实数 x ,定义 5; 为 由 有 理 数 y<x 构成 的 截 段 ,于 是 
了 映射 x 一 5, 是 好 到 和 R(Q) 上 的 一 一 映射 , 它 并 且 是 有 序 集 
之 间 的 同 枸 .事实 上 ,如果 在 及 中 xz 天 YY 例如 ,zx <y, 则 由 阿 基 
米 德 公理 { 第 三 章 附 录 2) ,存在 有 理 数 r ,使 得 x < r< y ;因而 有 
Sr CS 且 S 关 9 万 一 方面 ,如 果 SE 级 (Q) 是 任 一 截 段 , 则 存 
在 有 理 数 ~, 使 得 SCS ,因为 否则 就 会 有 5 =Q. 作 为 区 间 套 公 
理 的 推论 ,在 好 中 存在 SS 的 最 小 上 办 x(S 的 上 确 异 )， 因而 我 们 
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此 时 满足 

Agiam NE dam -1 
的 实数 x 构成 --- 个 无 窃 集 ,十 是 令 p(2m) 为 满足 训 >p (2m 1) 
入 

Gpilm 一 2) < TT pllm -1) 
的 最 小 整数 声 . 

4) 同样 ,p(2m + 1 是 满足 大 > pl2m) 与 
Isl2mi < UT pt2m -1) 

的 最 小 整数 天， 

由 定 关 显 见 对 每 个 mm>z0O 有 ptra+li>pta). 用 蚂 纳 法 可 

证 对 每 个 msz0 有 ptn)zma. 这 样 我 们 就 定 交 了 闭 区 间 
[ @pt2m) :Opt2m + 1)] 
构成 的 序列 ,使 得 其 中 每 一 个 都 包含 于 前 一 个 区 间 之 中 .更 精确 
地 说 ,对 每 个 严 关 1 有 
dpl2m -2) < {plam) < Hp(am +1) < Gp(2m-1). (1) 
作为 区 间 套 公理 的 推论 ,存在 实数 y, 它 属于 所 有 这 些 区 间 , 而 
由 (1),y 不 可 能 与 尾 一 区 间 的 端点 相同 . 

由 假定 ,存在 自然 数 gq, 使 得 y = a,. 由 于 序列 (p(n)) 无 限 
递增 ,所 以 存在 最 大 的 整数 n ,使 得 p(n) 万 gq; 因 此 又 有 4 < 
pln +1. 先 假定 n 是 偶数 :na =2m ,于 是 我 们 就 会 有 

Cp(2my Ty 三 pf3m +11 裤 站 pf2m 1， 
从 而 p(2m + 1) 就 不 是 满足 让 > 了 tm ) 与 pf2m) < Ok TC pl2m -1 
的 系 小 整数 天 . 另 一 方面 ,假定 n 是 奇数 :na = 2m - 1, 我 们 就 会 
有 

Cpt2m 1) < pl2m} TC Hg < pl2am— 1} 
从 而 p (2m ) 就 不 是 满足 >p(2m 一 1) 与 Woptim_ 2) < ke 
apt2om _D 的 最 小 整数 ,两 种 情形 都 导致 媚 盾 . 


第 六 章 关于 数学 基 克 "的 问题 入 很 间 是 


B， 基数 之 间 的 序 关 系 


设 五 ,天 是 任意 两 个 非 空 集 , 产 下 一 下 是 到 子 集 f(E)cC 
让 上 的 一 一 映射 ,g:F 一 是 下 到 子 集 g(F)CE 上 的 一 一 映 
射 . 问 题 在 于 证 明 上 5 与 是 等 执 的 . 

令 有 = g*f:E*E, 因 而 蚌 EE 到 一 个 子 集 h(E)cE 上 的 一 
一 上 映射 . 令 R= gt 下) 并 考虑 这 样 的 性 质 : 对 条 所 办 人 下), 有 

MoRURCNM) 
{右边 表示 展 与 h{ 睹 ) 之 并 ); 令 千 c 界 (EE}) 是 具有 上 述 性 质 的 元 
素 奢 扎 办 (E) 的 集合 .集合 党 非 空 ,因为 显然 玉 E 吃 . 设 4 是 所 
有 和 集合 对 毛 窜 之 交 . 这 个 集合 也 篇 于 窜 . 事实 上 ,我 们 有 RCc4， 
因此 对 所 有 型 名 等 有 RC 时; 再 者 对 每 个 蜡 乓 并 有 (47C 
ji( 寻 ), 因 之 对 每 个 时 委 罕有 
RUR(AICRUR(M}CM, 

由 定义 ,这 欧 涵 RUh(CA)C4， 

其 次 ,我 们 来 证 明 4 = RU h(A). 用 反 证 法 ,假定 存在 x 七 

站 ,但 x 不 篇 于 RURh(A). 令 村 =A' 1xl. 由 于 x 多 h(4A), 故 有 
hlA}CAY ix|l=H, 

为 一 方面 ,h(LM)C h(tA4A). 于 是 我 们 就 会 有 RUh(CM)C HY, 这 

与 4 的 定义 六 盾 . 

令 A'=f4),B' =F\ f(A),B=g(B'). 由 的 定义 ,得 
g(A')=h(t4). 由 于 gg 是 下 到 g(F) 上 的 一 一 映射 且 由 于 A' 门 
B' = 参 , 所 以 BI g(t4') = 名 ,这 就 是 说 ,B 门 h(4)= 名 .由 于 
BNR=2,BL BMNA = 人 名， 

我 们 来 证 明 8 等 于 4 的 补 集 玉 \ A. 事实 上 , 取 xEE'A4. 
由 定义 ,存在 村 全 器 ,使 得 % 人 时 ,于 是 更 有 x 区 h (时 Y, 另 一 方 
面 ,x ER ,这 表明 xEg(F), 设 yEF 是 使 得 x = g (ly) 的 唯一 
元 束 ; 我 们 来 证 明 必 有 yE 8' 从 而 x 马 B. 如 其 不 然 , 就 会 有 

yA’ =f(A), 
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换言之 ,就 会 对 革 个 元 喜 zxE4 有 Y= f(z), 因 而 

x= gf(u))= htu)ER(A). 
但 因 hhCA)Ch(CNW), 我 们 就 会 有 xE h(EH); 然 而 我 们 已 证 明 x 
Ch(WH)( 图 59). 


一 


B=E*“A 
=RB* {RUA)) 


B=F\ A 


图 539 


这 样 我 们 把 EE 分 解 为 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 之 并 AU8B， 
又 把 下 分 解 为 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 之 并 4'U B' .此 外 ,fF 在 
站 上 的 限制 刻 是 4 到 4' 上 的 一 一 映射 ,g 在 8' 上 的 限制 zg| 是 
B' 到 B 上 的 一 一 映射 .对 x 所 4 取 二 (x)=fi(x), 对 xEB 取 
B(x)= gr!'(x), 显 然 我 们 就 定义 了 区 到 上 的 一 一 映射 中 . 

注意 上 述 证 明 并 未 用 到 无 窃 集 的 存在 性 . 


C， 及 与 及 -= 及 xx 及 等 势 
证 明 分 四 步 进行 . 
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C(I) 集合 有 与 满足 D<4<l 的 数 上 构成 的 开 区 间 了 等 势 . 
为 此 只 须 注 意 


t | 一 ”~tanr (i - 方 ) 


有 是 了 到 及 上 的 一 一 映射 . 

TI) 集合 上 与 尾 于 了 的 无 理 数 的 子 集 J= 了 TAIT 站 QI) 等 势 . 
我 们 应 用 上 面 B 的 结论 .首先 JcT. 田 一 方面 , 设 9 是 一 无 理 
数 , 满 足 1<9<2. 数 1+98( 其 中 1ET 门 Q) 的 集合 4 由 无 理 数 
构成 , 且 包 含 于 开 区 间 0< 1 <3 之 内 ,因而 也 包含 于 疯 于 该 区 间 
的 无 理 数 的 集合 3 之 内 .但 1: 一 3t 是 J 到 3J 上 的 一 个 一 
一 映射 ; 另 一 方面 ,是 没有 公共 元 素 的 集合 7 与 1 门 9 之 并 , 因 
此 与 JU4C3J 等 势 ,由 此 得 知 工 与 了 的 一 个 子 集 等 势 . 

下) 第 三 此 是 本 证 明 的 关键 步骤 , 它 是 要 证 明 J 与 自然 救 
的 所 有 序列 (ao) 的 集合 5( 也 记 为 (N* )N* ) 等 势 . 到 5 上 的 一 
一 映射 通过 连 分 数理 论 来 定义 .对 每 个 无 理 数 x J 了 ,通过 对 nn 
进行 递 推 来 对 应 自然 数 的 一 个 序列 (a,). 由 于 

一 > 1 ， 
我 们 可 写 
一 = + 区 1， [260 ] 

其 中 ao1EN" ,0< xl<1 因 之 x1E J 然后 递 推 地 进行 , 置 多 


1 
二 7+ 
区 1 2 P| 


其 中 对 每 个 ,a 是 自然 数 , 生 0< x,<1. 递 推 过程 不 会 在 有 限 
步 丝 止 ,因为 任何 x, 都 非 有 理 数 ; 如果 x, 是 有 理 数 ,那么 
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x Xn -21 就 会 是 有 理 数 ,最 后 x 就 会 是 有 理 数 , 与 假设 
政 盾 .这 样 ,我 们 对 每 个 xEJ 了 定居 了 自然 数 的 一 个 无 穷 序 列 
stx)=t{t a dnal. 

我 们 还 必须 证 明 , 对 每 个 序列 ( a) ,sw1, 奉 在 哈 一 的 x 人 EJ， 
使 得 sx) = (Cas) ;a1, 这 是 欧 拉 通过 下 面 的 论证 所 证 明 的 .首先 
对 每 个 考虑 部 分 有 限 序 更 (eiyaa, :ao), 并 由 下 列 条 件 定 
义 属于 的 有 理 数 的 一 个 有 限 序 列 ， 

1 


一 = 如) 


| 
y2 Sn-1+ Yl1, 
(2) 
1 
Yr-l 
1 
ya 1 a1 
(注意 ,如 果 y= wv ,其 中 ,op 是 自然 数 且 a<v, 则 把 上 面 的 
方程 从 下 读 到 上 ,它们 正 是 计算 & 与 v 的 最 大 公 因 数 的 欧 几 里 


得 除法 的 逐次 序列 的 另 一 写法 (参见 第 四 章 附 录 3). 事实 上 ， 


= n+ 


烛 二 站 1 和 十 和， 了 宝玉， 

= 2T1+ ros, TRT1, 

ri= 43rat+ ra, ra rs 

-3= nT-2+rn_ils Fn-!l rn? 
Thn_-2 二 pfsy-]1: m1 二 u,v!, 


其 中 ju ,pl 是 ua 与 的 最 大 公 因 数 .自然数 a; 妈 为 出 现 于 {2) 
中 的 ai 而 yllesjien 一 1) 由 
yj 
Fl 


给 定 .) 


+ Er rrp sp TI er re mp 
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数 y, 记 必 


JJ (3) [2611 


lua! la; [a 
并 称 oil,az ,an 为 yy 的 部 分 商 , 而 (3) 称 为 y, 的 连 分 数 展 
开 . 可 以 证 明 ,如 果 自 然 数 pj, gj(1<j sm) 由 下 述 公式 递 推 地 定 
交 : 
PP] 9 1p27 02,927 1 + 0201 (4) 
P=p-2+ ap = -2+ Ai-1'j) 23， 
则 有 xy, = paszeqn. 如 果 我 们 回 到 无 穿 序 列 (ajsasl, 则 可 递 推 地 
对 每 个 自然 数 j 定 义 p, ,gj. 欧 拉 用 归纳 法 证 明 , 对 每 个 n>2, 有 
Pa _Parl_(-1) (5) 
da dn-l fndn -1 
由 此 从 对 所 有 n 有 @n* 莹 1 这 个 事实 出 发 ,从 (4) 用 归纳 法 可 证 对 
所 有 n 有 gq 之 n. 于 是 
n nm-] i 
gg n(n 1) 
由 于 通 项 为 1/ntn - 1) 的 级 数 收 谣 , 所 以 序列 (p,q ) 赵 于 一 
个 极限 x, 再 者 ,由 (5) 式 ,对 于 m 字 1, 闭 区 间 
[£2 ,Bm 
dim 人 2m+1 
是 包含 于 了 内 的 区 间 套 ,从 而 xEe 工 我 们 以 表示 式 
11 1|1 11 
lal laz eo, 
记 数 x , 称 为 x 的 (无 限 ) 连 分 数 展 开 , 而 有 理 数 p,q 称 为 此 展 
开 的 汪 近 分 数 .我 们 还 者 到 ,如 果 


+ (6) 


则 有 
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由 递 推 可 知 x 是 无 理 数 ,而 * 的 部 分 商 序列 (a,) >1 确 是 序列 
s(x), 
民 》 我 们 现在 就 可 来 正明 集 合 S$ x 5 与 集合 8 等 势 .为 此 ， 
康 托 尔 简单 地 观察 到 ,映射 
(thn), ea)) (a,) 
《其 中 对 所 有 天 1 令 ep_1= 机 ,am =ci) 是 Sx5 到 S 上 的 一 
个 ~ 一 映射 ， 


D. 子 集 的 集合 的 基数 


-262] 设 天 是 妊 一 集合 ,上 映射 六 一 fx 使 巨 的 子 集 1| 
吊 ( 歼 的 一 个 元 素 , 其 唯一 成 员 为 x 对 应 于 每 个 元 素 
x*EE, 它 是 EE 到 吊 (EE) 的 一 个 子 集 上 的 一 一 映射 .我 们 还 必须 
证 明和 不 存在 五 到 第 ( 匹 ) 上 的 一 一 映射 .用 友 证 法 , 翁 定 存在 这 
样 的 映射 f; 歼 一 单 ( 忆 ). 考虑 这 人 样 的 性 质 ; 对 元 素 x E E, 有 
* f(x). 由 策 梅 鲁 概 括 公理 ( 李 章 §4,C), 存 在 由 具有 此 性 质 
的 x 和 多 所 构成 的 子 集 无 亚 五 .我 们 来 证 明 下 名 PE) 而 这 与 
f(E) = 种 () 这 个 必定 相 记 盾 . 如 果 * 拓 天 ,由 定义 ,xy 名 AF(x)， 
因此 乒 x) 关 天 . 另 一 方面 ,如 果 x @X, 则 由 定义 有 xE€ F(x), 因 
此 多 有 f(x) 关 半 . 这样 站 不 可 能 是 fCE) 的 元 素 . 

注意 我 们 在 上 述 证 明 中 即 没 有 用 无 穷 公理 ,也 没有 用 选择 
公理 . 
当 五 是 具有 za 个 元 素 的 有 限 集 时 ,通过 对 a 进行 归纳 可 证 
第 (五 ) 具 有 22 个 元 素 , 这 解释 了 一 般 记 号 2"(m 是 任 一 个 基数 ) 
[263] 的 缘起 . 


只 把 一 个 对 象 x 与 由 单个 元 察 x 构成 的 集合 fx 如 以 区 别 ( 此 点 应 
归于 囊 削 格 ) 看 来 或 许 有 点 故弄玄虚 ,但 却 被 证 明 在 集合 论 的 论证 中 是 有 
几 的 ,这 里 只 是 一 个 非常 简单 的 例子 . 在 更 复杂 的 证 明 中 ,为 避免 混 清 , 始 
终 知 道 哪 个 集合 含有 所 研究 的 对 象 是 重要 的 . 


附 录 
数学 家 小 传 


访 者 在 率 小 传 中 可 以 释 到 甘于 率 书 引用 过 的 数 掌 家 的 其 些 信息 . 原 
吓 上 和 泸 们 限于 1985 年 旷 匠 忆 的 数学 寄 , 如 果 瑟 复 到 远 为 完备 和 请 尽 的 遍 
科 , 沪 者 可 知 交 (科学 家 竺 记 秤 移 Dictianary of Sientifis Biography,16 仪 。 
New YarkfCb ,Seritmars Sons). 19M—1980)?. 


阿 网 泵 "(iAbal,Niels Henrick: 1802— 1329) 

阿 由 和 汞 生 于 插 威 苏 鸟 ,就 读 于 奥斯陆 太 学 .1825 年 得 政府 
资助 , 放 学 柏林 和 巴 机 . 因 点 肺 周 核 率 于 挪威 弗 细 兰 , 他 各 立 于 
高 斯 和 雅 可 比 ,是 炳 加 函数 论 的 开创 者 之 一 .并 建 立 了 阿 则 和 蒜 程 
闪 理 论 . 得 于 他 种 下 的 还 有 益 桥 中 的 许 雪 定理 以 及 甘于 代数 方 
程 { 现 入 为 " 阿 帆 汞 方 程 /可 用 根 式 或 艇 的 发 现 . 


让 六 由 加 TD AIembhert .Jean le Rond:17]17—1733) 
这 间 风 名 生 于 法 国 巴 束 , 是 一 对 盘 术 男女 的 秘 生 了 于 ,在 回国 
学 院 学 习 法 律 .医学 和 数学 ,1741 年 当选 为 巴克 科学 院 成 员 2， 


唔 ”也 可 过 几 县 立信 主编 的 《世界 著名 数学 家 忧 记 4 上 下 册 , 科 学 出 
咕 杜 ,1995 年 .以 下 天 齐 的 数 季 家 中 ; 凡 出 再 于 此 书 者 , 详 者 均 附 加 = 导 ， 
读者 可 内 此 书 读 到 甘于 该 数学 家 生平 .工作 .着 述 和 思想 的 全 面 叭 确 的 记 
述 , 责 ,小 情 中 太吉 一 地 着 艾 来 说 明 国 别 . 评 者 均 已 补 上 .一 一 评 广 

半 ”当时 巴 葛 科学 院 有 由 种 职称 ; 荣 姬 栈 士 ,终身 院士 . 到 院士. 助理 
院士 .严格 讲 内 有 前 两 种 才 量 正式 院士 . 选 前 由 汞 开 姑 时 是 费 悍 院 
士 - 一 一 详 往 
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1772 年 成 为 法 兰 西 学 院 终 身 秘 书 .17 志 纪 和 0 年代, 是 狄 得 岁 主 编 


的 :百科 人 金 书 》 的 科学 编辑 .他 在 分 析 和 力学 中 留 下 了 大 量 论 车， 


亚历山大 (Alexander,James Waddell; 1888- 一 1971) 

亚历山大 生 于 美国 新 泽 西 州 海 辉 市 . 1928 至 1933 年 执教 
于 普林斯顿 大学 ,1933 年 后 执教 于 普林斯顿 高 等 研究 院 . 他 是 
代数 拓扑 领域 中 一 些 重 要 著作 的 作者 . 


花 拉 子 涂 (al - Khwiarizmi ,Ab Ja’far Muhammad Jbn Misa; 
800 年 前 生 ,847 年 后 卒 ) 

花 拉 子 米 可 能 生 于 伊朗 ,是 阿 披 斯 哈 利 发 创办 的 科学 机 
关 = 的 成 员 ; 撰 写 了 天 文学 和 代数 学 著作 ,后 者 虽 无 独创 内 容 ， 
但 在 中 世纪 有 非常 大 的 影响 . 


安培 (Ampere ,Andre ~ Marie; 1775 一 1836) 

安培 生 于 法 国 里 马 , 以 在 里 昂 教授 数学 开始 其 科学 生涯 . 
1802 年 为 布尔 格 中 心 学 校 教 师 ,1803 年 成 为 综合 工科 学 校 辅导 
教师 ,1824 年 为 法 兰 西 学 院 实验 物理 教授 . 自 1814 年 起 为 法 兰 
西 研究 院 成 员 .他 以 其 物理 学 方面 的 工作 著称 于 世 ， 


阿波 罗 尼 奥 斯 "(Apollonius; 公 元 前 3 世纪 中 至 公元 前 2 世 
纪 初 ) 

据 称 阿波 罗 尼 奥 斯 生 于 小 亚细亚 的 -一 个 希腊 小 村 假 尔 格 ， 
对 其 生平 所 知 甚 少 . 他 定居 于 亚历山大 ,并 常 访问 帕 加 马 和 以 弗 
所 .撰写 了 关于 风 锥 曲线 的 极其 完备 的 专著 . 


《 心 即 著 省 的 “ 智 竹 迟 ”(Bayt 一 Hikmah) ,是 继 公 元 前 3 持 纪 亚 历 山 
大 博物 馆 之 后 最 著名 的 学 术 机 关 ,一 一 详 注 
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阿 基 米 德 * (Archimedes; 公元 前 287 一 212) 

阿 基 米 德 定居 于 叙 拉 古 , 极 有 可 能 访问 过 亚历山大 ,并 在 那 
里 与 欧 几 里 得 的 一 些 继 承 者 共同 工作 ,但 他 必定 返回 斤 拉 古 , 在 
那里 负责 港口 设备 与 海军 和 军事 建筑 工程 ,并 在 叙 拉 古 为 罗马 
军队 攻陷 时 被 杀 . 他 的 著作 是 古典 时 代 最 重要 的 文献 ,他 还 是 微 
积分 的 直接 先驱 者 ， 


阿尔 网 (Acegand ,Jean Robert; 1768 一 1822) 
阿尔 网 生 于 瑞士 日 内 瓦 ,作为 一 各 会 计 在 法 国 巴 黎 度 其 一 
生 . 对 其 生平 我 们 几乎 一 无 所 知 . 他 自学 数学 . 


巴 章 赫 * (Banach , Stefan; 1892 一 1945) 

巴 拿 赫 生 于 波兰 的 克拉 科 夫 ,就 读 于 里 沃 夫 ( 属 乌克兰 ) 工 
学 院 , 于 1927 年 成 为 该 院 教 授 . 他 是 泛 函 分 析 葛 基 者 之 一 ,证 明 
了 这 一 领域 中 的 一 些 最 重要 的 定理 . 


贝尔 特 拉 米 "(Beltrami, Eugenio;1835 一 1899) 

页 尔 特 拉 米 生 于 意大利 克 雷 吏 纳 ,在 帕 维 亚 和 米兰 接受 大 
学 教育 , 为 波 伦 亚 大 学 (1862 一 1864,1866 一 1873) 、 比萨 天 学 
(1864 一 1866) .罗马 大 学 (1873- 一 1876,1891 一 1899) 和 帕 维 亚 大 
学 (1876 一 1891) 教 授 . 1898 年 任 林 于 学 院 院 长 .其 最 重要 的 著 
作为 论述 微分 几何 的 论著 . 


丹尼尔 ' 伯 努 利 *(Bernoulli,Danielit700 一 1782 1) 

丹尼尔 * 俱 努 利生 于 荷兰 格 罗 宁 根 ,其 父 约 和 葵 。 伯 努 利 为 当 
地 数学 教授 .从 1705 年 起 居住 于 瑞士 巴 蹇 尔 , 其 间 于 威尼斯 旅 
肩 (1723 一 1724) ,又 在 圣彼得堡 舟 过 8 年 (1725 一 1733] 并 在 彼 
得 堡 科 学 院 工作 .1733 至 1776 年 执教 于 巴塞 尔 大 学 , 初 为 植物 
学 和 解剖 学 教授 ,后 为 物理 学 教授 .其 最 重要 的 著作 为 论述 流体 
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动力 学 ,概率 论 和 纺 振 动 方 程 的 论著 ， 


雅 格 布 : 伯 努 利 * (Bemoulli,Jacob;1654 一 1705) 

雅 格 布 : 伯 努 利 生 于 瑞士 巴塞 尔 ,在 巴塞 尔 大 学 攻读 拆 学 、 
神学 .数学 和 天 文学 ,研习 后 两 项 过 背 其 父 意 愿 .在 游学 法 国 、 荷 
兰 .英国 后 ,从 1683 年 起 执教 于 巴塞 尔 大 学 ,特别 于 1687 年 后 
为 该 校 数 学 教授 .作为 菜 布 尼 芒 的 学 生 , 他 开发 了 微 积 分 学 在 级 
数论 . 变 分 法 .概率 论 以 及 力学 中 的 众多 应 用 . 


约翰 : 伯 努 利 *(Bernoulli ,John;1667 一 1748) 

约 坦 : 伯 努 利 是 雅 格 布 : 伯 努 利之 弟 , 生 于 瑞士 巴塞 尔 , 打 算 
攻读 医学 ,但 实际 上 随 其 兄 研 习 数 学 . 1691 一 1692 年 居于 巴黎 ， 
1695 年 任 荷兰 格 罗 宁 根 大 学 数学 教授 ,1705 年 继任 其 兄 在 巴塞 
尔 大 学 的 职务 .他 比 其 兄 较 少 独创 性 ,但 同 其 兄 一 样 ,为 微 积分 
学 及 其 应 用 最 积极 的 传播 者 之 一 -. 


伯 思 斯坦 (Bemstein, Felix;1878 一 1956) 

伯 恩 斯 坦 生 于 德国 哈雷 ,在 该 城 为 康 托 尔 的 学 生 , 然 后 在 格 
丁 根 大 学 师 从 希 尔 伯 特 和 克 菜 因 ,并 于 1911 年 任 该 校 统计 数学 
教授 ,直到 1934 年 纳粹 政权 撤销 他 的 职务 为 止 .以 后 他 在 美国 
的 几 所 大 学 执教 .他 的 工作 领域 是 集合 论 和 数学 下 传 学 ， 


由 祖 (Bezout, Etienne;1739 一 1783) 

贝 祖 生 于 法 国内 简 尔 .1758 年 起 为 巴黎 科学 院 成 员 .1763 
年 在 近 卫 军 和 海军 以 及 炮兵 部 队 任 未 来 军官 的 数学 教官 和 考试 
宜 . 其 著作 涉及 代数 方程 及 其 对 早期 代数 几何 的 应 用 ， 


波 尔 约 ” (Bolyai ,Jinoas;1802 一 1860) 


波 尔 约 生 于 徊 牙 利 科 罗 日 瓦 4 ,其 父 为 数学 教师 并 为 高 斯 
的 同窗 ,但 波 尔 约 从 韶 军 章 工 作 .1833 年 因 伤 残 运 伍 , 先 回 其 父 
处 ,然后 迁居 多 马尔 德 . 当 他 得 知 高 斯 在 他 之 前 已 发 现 他 所 独立 
发 现 的 非 欧 几何 后 ,就 再 也 没有 发 表 任 何 数 学 论著 . 


波 尔 查 诺 (Bolzano,Bermard;1781 一 1848) 
波 尔 查 庶 生 于 捷克 布拉格 ,并 在 布拉格 大 学 攻读 神学 和 数 
学 .1804 年 被 委任 为 神父 ,1805 年 任 奥 地 利和 皇帝 刚 开 设 的 布 拉 
格 大 学 哲学 和 宗教 教授 .1819 年 因 异 端 思想 被 撤职 ,其 著作 被 
列 人 天主教 禁书 目录 .他 的 独创 思想 远 远 领先 于 他 所 处 的 时 代 ，[269] 
梅 思 了 许多 后 来 才 得 到 发 展 的 观念 ,但 由 于 缺少 专业 工具 而 未 
能 自己 提炼 出 这 些 观 念 的 所 有 内 涵 . 


邦 贝 利 (Bombelli ,Rafael; 1526 一 1572) 

邦 贝 利生 于 意大利 波 伦 亚 ,职业 为 工程 师 . 他 关于 代数 的 专 
著 比 卡尔 达 诺 的 有 关 著 作 更 加 清晰 系统 ,以 其 所 用 记号 以 及 对 
于 虚数 的 讨论 而 影响 后 代数 学 家 . 


布尔 * {Boole, George;1815 一 1864) 

布尔 生 于 英国 林肯 市 ,自学 数学 ,16 岁 时 开始 当 教师 ,1835 
年 在 林肯 市 创办 一 所 中 学 .1849 年 起 任 才 建立 的 科 克 女皇 学 院 
爱尔兰) 教授 ,1857 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 他 应 看 作 数 
理 还 辑 的 更 基 者 . 


波 莱 尔 *(Borel ,FEmile;1871 一 1956) 
波 莱 尔 生 于 法 国 阿 韦 龙 省 至- 阿 弗 里 克 , 就 读 于 高 等 师范 学 
校 ,执教 于 音 尔 大 学 和 高 等 师范 学 校 ,1909 年 起 执教 于 巴黎 大 
中 今 罗马 尼 亚 克 卢 8 .一 一 译注 
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学 .1924 至 1936 年 为 国民 议会 议员 ,1925 年 任 海 军 部 长 .他 创 
建国 家 科学 研究 中 心 ,协助 筹建 享 利 - 庞 加 革 研 究 所 ,并 从 1928 
年 朋 止 逝世 -- 寺 担任 该 所 所 长 .1921 年 入 选 巴黎 科学 院 . 他 是 
最 嘻 把 康 托 尔 的 观念 应 用 于 分 析 和 概率 论 的 数学 家 之 一 ， 


波 办 靡 筑 卿 " (Brahmagupta;S98 至 665 后 ) 
波 容 摩 态 多 可 能 居住 于 印度 拉 村 斯 坦 帮 .有 关于 天 文学 和 
数学 的 若干 著作 留 传 于 计 . 


布 劳 威 尔 * (Brouwer,Luitzen Egberius Jan;1881 一 1966) 

布 劳 威 尔 生 于 荷兰 奥 弗 和 希 , 毕 生 工 作 于 阿姆斯特丹 大 学 ， 
1907 年 在 该 校 获 博士 学 位 , 1909 一 1951 年 执教 于 该 校 .他 于 
1910 一 1912 年 发 表 的 关于 代数 拓扑 的 论著 使 他 扬名 天 下 ,但 天 
后 终 其 一 生 致 力 于 发 展 “ 站 觉 主义 者 "的 数学 ， 


布 尼 亚 科 去 斯 基 fBuniakowski, Victor Jakovlevich ; 1804— 
1889) 

布 尼 亚 科 夫 斯 基于 1825 年 在 巴黎 获 博 十 学 位 , 自 1846 年 
起 执教 于 圣彼得堡 大 学 .1828 年 入 选 彼得 各 科学院， 


坎 帕 纳 斯 (Campanus;13 世纪 前 25 年 中 至 1296) 
次 帕 纳 斯 可 能 生 于 意大利 诺 瓦 拉 ,是 关于 天 文学 的 古代 著 
[270」 作 和 欧 几 里 得 《4 几何 原本 》 的 编纂 者 和 评注 者 . 


康 托 尔 "(Cantor, Georg; 1845 一 1918) 

康 托 尔 生 于 俄国 圣彼得堡 ,双亲 为 德国 人 .起 初 就 读 于 苏区 
世 大 学 ,后 入 柏林 大 学 , 师 事 魏 尔 斯 特 拉 斯 .1869 年 起 执教 于 哈 
重大 学 .1890 年 创建 德国 数学 家 联合 会 ,并 任 首 任 主席 .1897 年 
筹备 在 苏 获 世 召 开 的 第 一 届 国 际 数学 家 大 会 ,1884 年 后 不 时 发 
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作 深 度 忧 郁 症 ,最后 死 于 哈雷 天 学 精神 病 诊 所 .他 以 其 关于 集合 
论 和 拓扑 学 的 论著 使 自己 成 为 其 思想 对 当代 数学 发 生 最 大 影响 
的 人 物 之 一 . 


卡尔 这 诺 * (Cardano, Girolamo; 1502 一 1576) 

卡尔 达 诺 生 于 意大利 帕 维 亚 ,在 帕 维 亚 和 帕 包 瓦 两 地 攻读 
医学 ,1534 年 起 在 米兰 的 一 所 学 校 任 数 学 教师 ,同时 行医 , 1543 
年 任 凰 维 亚 大 学 医学 教授 , 坟 后 又 于 1562 年 任 波 伦 亚 大 学 医学 
教授 .1570 年 突然 被 判 犯 异端 著 说 罪 , 被 永 捕 并 被 撤销 职务 .他 
是 日 科 全 书 式 的 学 者 ,其 对 代数 方程 理论 的 贡献 首次 为 这 一 理 
论 带 来 一 般 观 念 . 


翅 利 , 喜 当 " (Cartan,Elie;1869- 一 1951 1) 

车 当 生 于 法 境 阿 尔 各 斯 山 的 多 洛 米 约 . 获 政府 助学金 得 以 
就 读 于 里 郧 公立 中 学 ,后 就 读 于 商 等 师范 学 校 .执教 于 紫 彼 利 埃 
大 学 .里 昂 大 学 、 南 锡 大 学 和 巴黎 大 学 .1931 年 当选 为 巴黎 科学 
院 院 士 . 他 以 其 非 几 独创 的 观念 和 技巧 ,对 现今 称 作 流 形 上 的 分 
析 这 一 领域 及 其 在 李 群 论 、 整 体 微分 几何 和 微分 拓扑 、 偏 微分 方 
程 以 及 力学 中 的 众多 应 用 作出 了 最 大 贡献 . 


柯 西 "(Cauchy,Augustin - Louis;1789—1857) 

柯 西 生 于 法 国 巴黎 ,在 考 人 综合 工科 学 校 后 ,还 就 读 于 道 桥 
学 校 ,并 被 委任 为 市 政工 程 的 工程 师 .1813 年 返回 巴黎 ,1815 年 
起 执教 于 综合 工科 学 校 , 稍 后 执教 于 巴黎 理学 院 和 法 兰 西学 院 ， 
1816 年 被 任命 为 巴黎 科学 院 院士 .1830 年 革命 后 流亡 都 灵 , 后 
至 布拉格 , 任 查理 十 世 之 孙 的 官 廷 教师 .1838 年 返回 法 国 重 获 
在 科学 院 中 的 职务 ,1848 年 重 获 巴 黎 大 学 教授 职位 , 柯 西 是 欧 
拉 之 后 最 多 产 的 数学 家 , 像 欧 拉 一 样 在 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 
所 有 领域 多 有 建树 .他 是 19 世纪 前 半期 分 析 的 法 典 制订 者 ,对 
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-271j 其 进展 贡献 最 大 .他 还 是 弹性 论 的 葛 基 人 . 


谢 瓦 菜 (Chevalley ,Claude;1909- 一 1984 ) 

活 瓦 莱 生 于 约翰 内 斯 堡 ( 南 非 德 兰 士 瓦 省 ), 殷 时 其 父 为 法 
国 总 领 沁 .1926 一 1929 年 就 读 于 高 等 师范 学 校 .1936 一 1938 年 
执教 于 斯 特 拉 斯 堡 大 学 和 雷 恩 大 学 ;后 赴 美 国 ,执教 于 普林斯顿 
大 学 (1940 一 1948) 和 纽约 哥伦比亚 大 学 (1948 一 1955). 返 法 后 
日 1955 年 起 任 巴黎 大 学 教授 直至 1978 年 退休 .他 是 法 国 科 学 
院 通 讯 院士 ,对 代数 数论 特别 是 代数 群 理 论 作 出 了 重大 贡献 . 


许 凯 (Chuquet, Nicolas; 15 世纪 下 半期 ) 
许 凯 是 4 数 的 科学 中 的 三 个 部 分 》 的 作者 , 比 书 以 其 新 颖 的 
符号 体系 而 引 人 注 目 . 对 其 生平 几乎 一 无 所 知 . 


克 药 罗 (Clairaut ,AIexis - Claude ;1713—176$) 

殉 莱 罗 生 于 法 国 巴 黎 , 其 父 为 数学 教授 .他 异常 早熟 ,18 岁 
时 即 入 选 巴黎 科学 院 . 他 开创 了 关于 挠 曲线 的 研究 ,对 18 世纪 
中 微 积 分 的 发 展 及 其 在 天 体力 学 中 的 应 用 颇 才 负 献 . 


科 芯 (Cotes, Roger; 1682 一 1716) 

科 蒋 生 于 英国 布 巴 奇 ,就 读 于 便桥 大 学 ,于 1711 年 被 选 为 
英国 皇家 学 会 会 员 . 他 曾 协助 牛顿 出 版 《自然 哲学 的 数学 原理 》 
第 二 版 ,并 写 有 关于 “初等 "函数 积分 的 有 趣 论文 ,其 中 首次 出 现 
表示 cosgp + ising 的 对 数 的 公式 . 


茵 人 德 金 * (Dedekind ,Julius Wilhelm Richard; 1831—1916) 

戴 德 金 生 于 德国 不 伦 瑞 克 , 就 选 于 格 丁 根 大 学 .1854 一 1855 
年 开始 作为 无 薪 讲 师 在 格 了 根 任 教 并 与 狄 利克 雷 和 黎 癌 密切 台 
作 .1858 年 去 苏黎世 综合 工业 大 学 ,1862 年 任 不 伦 瑞 克 高 等 工 
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业 学 院 教授 .直至 去 世 .他 与 库 软 尔 、 克 罗 内 克 问 为 代数 数论 创 


立 者 ,并 与 五 "韦伯 合作 首次 提供 了 代数 曲线 的 完整 代数 论述 . 
与 康 托 尔 、 希 尔 伯 特 同 为 数学 中 现代 概念 的 开拓 者 . 


德 . 费 罗 (Del Ferro ,Scipione; 1465 一 1526) 
德 ' 费 罗 生 于 意大利 波 伦 亚 , 卒 于 同 地 ,1496 至 1526 年 间 
为 波 伦 亚 大 学 教授 .未 留 论 著 ( 包 括 手稿 ) 于 址 ， 


篇 卡 儿 * Descartes ,Rene du Peron;]1596 一 1650) 

向 卡 儿 生 于 法 国 图 樟 纳 省 拉 艾 镇 , 曾 获 普 瓦 捷 大 学 法 律 学 
位 ,并 于 巴黎 在 米 多 热 和 梅森 指导 下 研习 数学 .1617 年 参加 奥 
伦 治 王子 的 军队 ,在 山 后 9 年 中 不 时 在 各 种 军队 中 服役 或 在 巴 
歼 消 耗 时 光 .1628 年 移居 荷兰 ,1645 年 应 女皇 克里斯蒂 印 之 六 
去 瑞典 , 抵 瑞 典 后 不 久 即 固 患 肺炎 去 世 ., 他 具有 广博 的 才智 ,是 
各 个 领域 的 革新 者 ;引进 当今 通用 的 代数 符号 系统 后 , 锤 立 于 则 
马 创 立 数学 中 的 坐标 方法 . 


丢 番 萎 *(Diophantus ) 
实际 上 对 丢 普 图 生平 一 无 所 知 .他 可 能 于 公元 3 世纪 中 期 
活 畴 于 亚历山大 . 


狱 里 克 韦 “{Dirichlet ,Gustar Peter Lejeune; 1805-—1859) 

犹 里 克 雷 生 于 德国 迪 伦 ,1822 至 1826 年 在 巴黎 攻读 ,并 以 
在 法 般 将 军 处 任 家 庭 教师 维持 生计 .1826 至 1828 年 在 布雷 斯 
劳 大 学 任教 , 热 后 从 1829 至 1855 年 在 柏林 大 学 任教 .1855 年 
继任 高 斯 在 格 于 根 大 学 的 职位 .1831 年 当选 为 柏林 科学 院 院 
士 .他 在 分 析 和 代数 数论 中 有 重要 论著 ,并 开创 了 解析 数论 . 


爱 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthenes; 公 元 前 约 276 一 约 195) 
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爱 拉 托 斯 特 尼 生 于 苑 勤 尼 .在 亚历山大 度 过 其 大 部 分 生 淮 ， 
是 著名 的 亚历山大 博物 馆 馆 兵 ， 


欧 几 里 得 "(Euctid; 约 公元 交 295 年 前 后) 
厂 于 欧 儿 里 得 生平 所 知 极 少 . 池 可 能 在 雅典 求学 并 建立 了 
亚 内 山大 数 尝 学派， 


欧 备 克 索 斯 “(Eudoxus; 公 元 有 衣 约 400 一 约 347) 

获 多 元 案 斯 生 于 尼 多 斯 , 曾 师 事 塔 伦 图 姆 的 阿尔 希 塔 斯 和 
柏拉图 ,并 旅游 至 埃及 ,他 曾 在 基 齐 库 斯 教授 学 生 , 最 后 返回 尼 
多 斯 并 死 于 该 节 .他 是 古代 世界 最 卓越 的 创新 人 物 之 一 ,几乎 可 
以 肯定 是 比例 论 和 穷 竟 法 的 发 明 者 .他 创立 了 借助 转动 球面 描 
述 行星 运行 的 第 一 个 模型 . 


欧 拉 * (Fuler,Leonhard;1707 一 1783) 

欧 控 生 于 瑞士 巴塞 尔 , 1723 年 获 巴 塞 尔 大 学 博士 学 位 ， 
1726 年 接受 圣彼得堡 科学 院 的 邀请 ,1727 年 移居 该 市 , 先 为 圣 
彼得 堡 科学 院 物 理学 教授 ,后 为 数学 教授 .1738 年 右 眼 失明 
1741 年 离 圣 彼得 堡 去 柏林 ,在 王后 25 年 中 为 柏林 科学 院 数 学 
部 主任 .与 普鲁士 国王 的 矛 导 促使 欧 拉 于 1766 年 返回 革 和 后 得 
侍 , 稍 后 双 目 失明 .他 是 科学 史 中 最 多 产 的 作家 ,其 著作 涉及 所 
有 科学 和 技术 主题 .他 与 拉 格 朗 日 一 起 , 纳 其 丰富 多 彩 的 发 现 主 


[273] 导 了 18 所 纪 的 数学 . 


法 格 纳 诺 (Fagnano,Giulio Carlo del Toschi,1682 一 1766) 

法 格 纳 诺 生 于 意大利 锡 尼 加 里 亚 一 贵族 家 庭 , 1723 年 其 家 
被 提名 为 该 市 话 旗 悬挂 地 .他 自学 数学 ,以 其 关于 “ 双 纽 线 "的 结 
朵 引起 网 拉 注 意 ,后 者 推广 了 法 格 纳 诺 的 结果 ,发 现 了 椭 俩 机 数 
论 中 的 第 一 批 结 论 . 


财 录 “数学 家 小传 


费 马 “{Fermat ,Pierre de;1601 一 1665) 

费 马 生 于 法 国 博 乾 :其 父 为 皮革 商 , 富 有 家 产 ,可 供 其 子 在 
图 卢 兹 大 学 攻读 法 律 . 蝎 马 于 1631 年 获 奥 尔 妥 大 学 学 士 学 位 
后 ,获得 图 卢 获 议会 顾问 之 职 .1648 年 后 任 卡 斯 特 尔 法 许 法 官 . 
他 无 疑 是 17 世纪 最 深刻 的 数学 家 ,与 帕斯卡 共 到 概率 论 ,在 笛 
卡 儿 之 前 发 现 坐 标 方法 .他 最 早 提 供 确定 平面 曲线 切线 的 一 般 
方法 ;在 数论 中 尤其 显 兴 出 他 的 天 才 . 


则 拉 里 (Ferari ,Ludovieo; 1522 一 1565) 

费 拉 里 生 于 意大利 波 伦 亚 ,是 卡尔 达 诺 的 学 生 和 合作 者 , 执 
教 于 米兰 和 波 伦 亚 . 他 发 现 了 通过 把 四 次 方程 归结 为 三 次 方程 
来 用 根 式 求解 四 次 方程 的 方法 ， 


傅 里 时 ”(Fourier,Jean Baptiste Joseph; 1768 一 1830) 

傅 里 叶 8 岁 时 成 为 孤儿 ,1789 年 在 其 家 乡 奥 塞 尔 任 教 . 
1794 年 被 捕 , 罗 伯 斯 庇 尔 被 处 决 后 获释 ,随即 回 巴黎 就 读 于 师 
范 学 校 ,该 校 建 于 是 年 ,有 旦 于 同一 年 关闭 .1795 年 他 任 综合 工科 
学 校 助教 ,1798 年 随 蒙 日 在 拿破仑 埃及 远征 军 中 工作 .1801 年 
回国 后 ,拿破仑 任命 他 为 由 泽 尔 地 区 的 行政 长 官 . 百 日 皇朝 后 ， 
由 于 朋友 相助 ,得 以 在 塞 纳 统 计 局 主任 ,1817 年 成 为 巴黎 科学 
院 成 员 ,1822 年 任 该 院 终 身 秘 书 .1827 年 被 选 为 法 兰 西学 院 院 
士 .他 的 主要 工作 是 创建 热 的 理论 ,这 导致 他 创建 现 称 为 博 星 叶 
缓 数 和 傅 里 叶 积 分 的 理论 . 


弗 伦 克 尔 (Fraenkel,Adolf Abraham;1891 一 1965) 

弗 伦 克 尔 生 于 德国 慕尼黑 ,就 读 于 幕 尼 黑 大 学 .马尔 堡 大 
学 .柏林 大 学 和 布雷 斯 劳 大 学 .1916 至 1925 年 执教 于 马尔 堡 大 
学 ,1928 至 1929 年 执教 于 基 尔 大 学 ,1929 至 1959 年 执教 于 敢 
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-274. 北 撒 冷 希 伯 来 大 学 ,其 工作 领域 为 逻辑 和 集合 论 ， 


弗 雷 区 * (Frechet,Maurice;1878 一 1973) 

弗 雷 歌 生 于 法 国 马 利 尼 ,就 读 于 巴黎 高 等 师范 学 校 .相继 执 
教 于 背 丽 捷 大 学 (1910- 一 1919) ,斯 特 拉 斯 堡 大 学 {1920 一 1927 ) 
和 巴黎 大 学 (1928 一 1940) ;为 巴黎 科学 院 院 士 ,在 证 本 分 析 中 引 
进 了 许多 新 思想 . 


弗 雷 格 ” (Frege ,Friedrich Ludwig Gottlob ;1848 一 1925 ) 

弗 雷 格 生 于 德国 维 斯 马 ,就 读 于 耶 拿 大 学 和 格 丁 根 大 学 ,并 
于 1873 年 获 格 丁 根 大 学 哲学 博士 学 位 .1879 至 1917 年 任 那 拿 
大 学 上 拆 学 系 教授 ,其 工作 领域 为 数理 逐 辑 及 其 应 用 . 


俩 利 略 (Gajlilei ,Galileo; 1564- 一 1642) 

徊 利 略 生 于 意大利 比萨 ,在 比萨 大 学 攻读 医学 ,但 在 校外 自 
学 数学 .1589 至 1592 年 任 比 萨 大 学 教授 ,1592 至 1610 年 任 帕 
多 下 大 学 教授 ,后 移居 佛罗伦萨 及 其 邻近 地 区 .1633 年 遭 宗 教 
审判 ,着 后 证 软禁 .他 是 现代 物理 学 之 父 ,以 实验 为 手段 ,以 数学 
模型 为 指导 研究 物理 学 ， 


俩 罗 瓦 *(Galois ,Evariste;1811 一 1832) 

和合 罗 孔 生 于 法 国 布 尔格 * 拉 赖 因 , 就 读 于 巴黎 路 易 : 勒 格 兰 
皇家 中 学 .1829 年 试图 进 综合 工科 学 校 学 习 , 但 未 通过 入 学 考 
试 ,最 后 被 高 等 师范 学 校 录取 . 早 于 1830 年 即 因 共 秩 观 点 济 
锌 校方 开除 ,然后 投身 于 政治 斗争 ,终于 被 捕 入 狱 . 因 决 斗 致死 ， 
详情 不 明 . 


高 斯 * (Gauss,Carl Friedrich; 1777—1855) 
高 斯 生 于 德国 不 伦 瑞 克 一 贫穷 家 庭 ,1792 年 获 不 伦 瑞 克 公 


”: 间 和 ” 学 家 可 人 待 - 


柄 资助 得 以 就 读 于 不 伦 瑞 克 卡 洛 琳 学 院 和 格 丁 根 太 学 (1795 一 


1798) .1799 年 获 海尔 姆 斯 台 特 大 学 博士 学 位 ;1807 年 任 格 丁 根 
天 文 台 台 长 ,直至 去 人 世 .1818 至 1825 年 负责 没 诺 威 地 理 测量 工 
作 , 他 如 同 欧 拉 那 样 广博 ,其 思想 甚至 比 欧 拉 更 加 深刻 ,为 数学 
的 所 有 分 支 带 来 了 新 的 生机 ,可 异 末 能 发 表 其 全 部 发 现 . 


吉 拉 尔 {Girard ,Albert ;1595 一 1632 1) 

吉 拉 尔 生 于 法 国 洛 林 的 圣 * 米 颁 埃 ,但 由 于 是 新 教徒 ,不 得 
不 迁居 荷兰 .可 能 就 读 于 莱 顿 大 学 ,后 在 奥 伦 治 王 子 拿 又 伯 责 腓 
特 烈 ` 享 利 的 军队 中 任 工程 师 . 


枉 德 尔 *(Gadel,Kurt; 1906 一 1978 ) 

哥 德 尔 生 于 奥 甸 帝国 的 布尔 诺 ( 今 属 捷 克 ) ,就 读 于 维也纳 
大 学 .其 博士 论文 于 1929 年 被 通过 ,1933 年 任 无 薪 讲 师 . 1939 
年 离 维 也 纳 到 美国 普林斯顿 高 等 研究 院 工作 ,1953 年 成 为 该 院 
教授 ， 


格拉 斯 加 * (Grassmann ,Hermann;1809--1877) 

格拉 斯 避 生 于 德国 斯 德 本 中 ,在 柏林 大 学 攻读 神学 ,后 在 柏 
林 的 中 学 任教 ,1842 年 后 在 斯 德 丁 大 学 预科 任教 ,他 关于 线性 
代数 和 外 代数 的 思想 在 生前 未 斐 理解 ;生命 后 期 致力 于 研究 语 
言 党 ,成 为 备 受 尊重 的 焚 文 专家 . 


阿达 玛 * (Hadamard, Jacques;1865 一 1963》 

阿达 玛 生 于 法 国 凡 尔 赛 ,就 读 于 高 等 师范 学 校 .毕业 后 执教 
于 书 黎 布 丰 公立 中 学 (1890 一 1893) .波尔多 大 学 (1893 一 1897)、 
巴黎 大 学 (1897 一 1909) ,法 兰 西学 院 (1909 一 1937) ,综合 工科 学 


中 今 该 兰 什 切 青 .一 一 译注 
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校 11912 一 193 了 7 以 及 中 央 工 芳和 制造 学 校 (1920 一 [937}). 1912 
千 成 为 巴黎 科学 院 院士 .其 工作 十 要 集中 在 分 析 及 其 应用 上 . 


哈密 末 *(Hamilion, William Rowan;l805—1855) 

哈密 顿 生 于 爱尔兰 都 柏林 ,于 1823 年 进入 都 柏林 三 一 学 
院 .1827 年 ,并 无 学 位 的 哈密 顿 被 任命 为 就 洗 席 天 文 台 的 皇家 
天 文 研 究 员 .1832 年 成 为 爱尔兰 皇家 科学 院 院 士 ,1837 至 1845 
年 间 为 该 院 院 长 .在 力学 和 光学 中 有 重要 论著 . 


蛤 代 * {Hardy ,Godfrey Harold :1877 一 1947) 

哈代 生 于 英国 克 兰 利 ,1896 年 入 剑桥 大 学 三 - -学 院 ;1919 
年 前 一 直 在 该 院 攻读 和 任教 ,1919 年 任 牛 律 大 学 教授 ,1928 一 
1929 年 访问 普林斯顿 ,1931 年 重 返 剑桥 任教 授 , 直 至 1942 年 退 
休 . 他 在 分 析 和 解析 数论 中 发 表 { 部 分 与 李 特 尔 伍 德 , 拉 马 努 金 
合作 } 了 重要 论著 . 


享 泽 尔 (Hensel, Kurt; 1861 一 1941) 

享 泽 尔 生 于 和 项 国 柯 尼斯 堡 ,就 读 于 波恩 和 柏林 , 1884 年 在 
柏林 大 学 获 址 士 学 位 . 初 在 柏林 大 学 任教 ,1901 年 后 任 马 尔 保 
大 学 教授 .他 在 数论 中 引进 了 富有 独创 性 的 思想 ,其 重要 性 直到 
1920 年 后 才 为 世人 所 认识 ， 


埃 尔 米 特 * {Hermite ,Charles; 1822 一 ]901) 

树 乐 米 特 生 于 法 国 洛 林地 区 的 迪 约 慈 ,1842 年 考取 综合 工 
科学 校 ,一 年 后 因 右 腿 残 疾 被 除名 ,随后 埃 尔 米 特 决 心 从 事 教师 
职业 .1848 至 1876 年 执 数 于 综合 工科 学 校 ,1869 至 1897 年 为 
巴黎 理学 院 教授 .1856 年 当选 为 巴黎 科学 院 院 士 ,他 在 代数 、 数 
论 和 分 析 中 都 有 同等 卓越 的 工作 . 
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希 尔 伯 特 *(Hilber ,David;1862 一 1943 ) 

希 尔 伯 特 生 于 德国 柯 尼 斯 堡 ,1880 至 1884 年 在 柯 尼斯 堡 
大 学 学 习 ( 其 间 第 二 学 期 就 读 于 海德 堡 大 学 ). 曾 赴 莱 比 锡 和 巴 
歼 游 学 ,1886 年 在 柯 尼 斯 八大 学 取得 无 薪 讲 师资 格 .1895 年 任 
格 丁 根 大 学 教授 ,直至 退休 .作为 非常 广博 的 领头 数学 家 ,他 与 
过 加 莱 一 起 成 为 对 20 世纪 数学 最 有 影响 的 人 物 ， 


希 庇 阿 斯 { 埃 利 斯 的 )(Hippias of Flis; 约 公元 前 400 年 ) 

对 和 希 庇 阿 斯 的 生平 所 知 很 少 ,只 确 知 其 闭 作 的 标题 .他 似乎 
是 一 位 具有 百科 全 书 知 识 的 “ 诺 辩 学 者 " .有些 评 论 家 把 发 明 称 
为 割 加 曲线 "的 超越 曲线 归功 于 他 ,此 曲线 本 用 来 进行 三 等 分 
任意 角 和 化 于 为 方 的 几何 作 图 . 


希 波 克拉 底 [ 希 俄 斯 的 )(Hippocerates of Chios; 公元 前 4 世 
纪 后 半期 ) 

六 于 和希 该 克 拉 底 只 限于 从 软 闻 中 得 知 一 些 情况 , 据 信 他 写 
作 了 关于 几何 学 的 第 一 本 专著 . 


摆 尔 德 (Hilder, Otto Ludwig; 1859 一 1937) 

赫 尔 德 生 于 德国 斯 图 加 特 , 曾 在 柏林 大 学 师 从 魏 尔 斯 特 拉 
斯 ,1882 年 在 带 宾 根 大 学 获 博士 学 位 .他 先 为 格 丁 根 大 学 无 薪 
讲师 ,后 任 柯 尼 斯 堡 大 学 (1894- 一 1899) 和 莱比锡 大 学 (1899 年 
后 ) 载 授 . 有 关于 分 析 和 群 论 的 有 趣 论著 传世 . 


雅 可 比 *(Jacobi ,Carl Gustav Jacob;1804 一 1851) 

雅 可 比 生 于 德国 波 芯 坦 ,其 父 为 犹太 银行 家 .在 其 博士 论文 
为 柏林 大 学 通过 之 后 ,为 能 闭 得 就 职 资 格 而 改 宗 基 督 教 , 1826 
年 应 递 赴 柯 尼斯 保 大 学 .1843 年 因 健康 状 况 恶 化 不 得 不 去 意 大 
利 体 养 .1844 年 回国 后 在 柏林 大 学 任教 . 雅 可 比 是 柏林 科学 院 
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院士 ,他 关于 椭圆 葡 数 和 超 袖 贺 星 数 的 发 现 最 受 人 们 称道 ,但 也 


发 表 了 许多 关于 分 析 、 变 分 法 和 数论 的 论文 ， 


杰 文 斯 (Jevons , William Stanley; 1835 一 ]882) 

杰 文 斯 生 于 英国 利物浦 ,就 读 于 伦敦 的 大 学 学 院 . 先 执教 于 
曼彻斯特 和 利 物 请 ,然后 自 1876 年 起 任教 于 大 学 学 院 .其 论著 
涉及 逻辑 学 和 政治 经 济 学 .1872 年 成 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 


著 尔 当 *(Jordan ,Camille; 1838 一 1921》 

若 尔 当 生 于 法 国 里 昂 ,就 读 于 综合 工科 学 校 ,在 1885 年 之 
前 联 务 为 工程 师 . 从 1873 年 起 直至 1912 年 退休 ,同时 在 综合 工 
科学 校 和 法 兰 西学 院 任教 . 1883 年 当选 为 巴黎 科学 院 院 士 . 他 
关于 群 论 的 论著 在 19 世纪 最 后 阶段 主导 了 这 一 数学 分 支 ,而 他 
的 分 析 教 程 ) 一 直 是 才 代 分 析 教 学 的 楷模 . 


开 葵 勒 (Kepler ,Johannes;1571 一 1630) 

开 普 勒 生 于 符 顿 保 公 国 的 魏 尔 城 ,就 读 于 莫 宾 根 大 学 ,然后 
在 奥地利 格拉 苞 讲 授 数 学 ,但 由 于 信 作 新教 被 勒令 离开 格拉 芯 . 
1601 年 在 布拉格 继 第 谷 任 鲁 道夫 二 世 的 御前 天 文学 家 , 马 蒂 阿 
菊 皇 帝 (1612 一 1619) 任 命 他 为 上 奥 好 利 数 学 家 并 令 其 定居 林 
奖 , 此 职位 在 费 迪 南 二 捞 时 仍 为 开 普 勒 所 有 .尽管 有 显赫 的 官方 
底 护 人 , 开 普 勒 的 经 济 状况 仍 无 保障 ,晚年 过 度 劳累 , 贫 病 交迫 ， 
死 于 雷 概 斯 堡 . 


基 灵 (Killing, Wilhelm Karl Joseph; 1847—1923) 

基 灵 生 于 德国 布 班 克 ,在 明 斯 特 和 柏林 接受 大 学 教育 .任教 
于 布 里 隆 预 科学 校 (1878 一 1882) .不 伦 艾 堡 预科 学 校 (1882-— 
1892) 和 明 斯 特大 学 (1892 一 1920) .其 主要 工作 为 确定 所 有 单 的 
复 李 群 . 
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克 药 因 *(Kliein ,Feliz;1849- 一 1925) 

克 菜 因 生 于 德国 社 塞 尔 多 夫 , 研 读 于 波恩 大 学 、 格 丁 根 大 
学 .柏林 大 学 和 巴黎 大 学 .执教 于 埃 尔 朗 根 大 学 (1872 一 1875)、 
菇 尼 黑 工业 大 学 (1875 一 1880)、 莱 比 锡 大 学 (1880 一 1886) 以 及 
格 丁 根 大 学 (1886 一 1913).1895 年 舌 划 卷 幢 浩大 的 《 盘 国 数学 
百科 全 书 》. 


科 瓦 烈 夫 斯 卡 姓 * {Kowalewska, Sofia Vassilievna; 1850 一 
1891) 

科 瓦 列 夫 斯 卡 婚 出 身 于 俄国 贵族 家 庭 ,为 能 够 到 国外 大 学 
学 习 而 于 1868 年 结婚 . 先 在 海 得 保 大 学 学 习 数 学 ,然后 从 1871 
至 1874 年 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 处 由 他 专门 授课 ;从 格 丁 根 大 学 “ 缺 
席 《〈 未 经 考试 和 答辩 ) 获 得 博士 学 位 ,但 在 1884 年 前 一 直 未 能 
得 到 教 职 .1884 年 由 米 塔 格 - 列 夫 勒 协助 获 斯 德 琳 尔 摩 大 学 教 
授 之 职 . 其 工作 领域 为 分 析 及 其 应 用 . 


克 罗 内 克 ”(Kronecker,Leopold; 1823- 一 1891 ) 

克 罗 内 克 生 于 德国 利 格 尼 蕊 ,就 读 于 柏林 大 学 波恩 大 学 和 
布雷 斯 劳 大 学 ;1845 年 获 柏林 大 学 博士 学 位 .1845 识 1855 年 经 
管家 庭 事 务 ,使 他 经 济 得 以 自立 ,然后 返回 柏林 .1861 年 成 为 柏 
林 科 学 院 院 士 ,并 能 在 柏林 大 学 开设 课程 . 1883 年 继 库 默 尔 任 
柏林 大 学 数学 教授 .他 关于 代数 .数论 和 分 析 的 论文 极 有 深度 . 


库 默 尔 * (Kummer, Emst Eduard; 1810 一 1893} 
库 默 尔 生 于 德国 罕 拉 乌 吕 ,就 读 于 了 哈雷 大 学 (1828 一 1831)， 
然后 从 1832 至 1842 年 在 利 格 尼 茨 预科 学 校 任教 , 克 罗 内 克 就 
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是 他 的 学 生 .1842 至 1855 年 为 布雷 斯 劳 大 学 教授 ,1855 年 接任 
儿科 上 克 备 在 柏林 大 学 的 教 席 ;1861 年 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 共同 开办 
德国 第 一 -个 纯粹 数学 讨论 班 .1855 年 成 为 柏林 科学 院 院士 .其 
主要 成 就 为 “理想 数 " 理 论 ( 用 当今 语言 为 “赋值 论 ”) , 它 使 任何 
次 代数 数 的 研究 成 为 可 能 ， 


拉 烙 朗 日 * {Lagrange ,Joseph Louis; 1736 一 1813) 

拉 格 朗 日 生 于 意大利 都 灵 ,1755 年 被 任命 为 都 灵 皇 家 炮兵 
学 校 教 授 . 他 同一 些 朋友 一 起 建立 了 都 灵 科 学 协会 .1765 年 任 
相 林 科学 院 数 学 部 主任 .1787 年 离 柏 林 赴 巴黎 ,并 接受 巴黎 科 
学 院 的 薪 伟 .他 是 度量 衡 委 员 会 委员 , 自 1795 年 天 文 事务 所 建 
立 之 日 起 即 为 该 所 成 员 .在 师范 学 校 和 综合 工科 学 校 (1794 - 
1799) 讲 授 数 学 ,在 数学 的 各 个 分 支 中 均 有 重要 发 现 . 


朗 怕 (Lambert,Johann Heinrich; 1728 一 1777) 

央 拍 生 于 阿尔 荚 斯 的 米 卢 斯 ,12 岁 时 即 辍学 ,但 仍 进 行 自 
学 .在 从 事 各 种 职业 后 , 自 1748 至 1758 年 在 瑞士 库 尔 一 贵族 家 
胜任 家 庭 教师 ,其 疝 成 为 巴塞 尔 的 瑞士 科学 协会 会 员 .18 世纪 
50 年 代 初 受命 筹 组 新 设 的 巴伐利亚 科学 院 , 但 于 1764 年 离 幕 
尼 黑 赴 柏 林 .1765 年 任 柏林 科学 院 院 士 . 朗 伯 具 有 百科 全 书 趟 
的 才智 ,有 关于 冰 学 ,逻辑 学 ,数学 和 物理 学 的 论著 传世 . 


拉 普 拉 斯 ”(Laplace,Pierre Simon, Marquis de;1749- 一 1827) 

拉 普 拉 斯 生 于 法 国 博 蒙 遇 诺 日 一 农家 ,在 该 地 的 军事 学 校 
开始 教学 ,并 进入 其 数学 生 汰 .1783 年 任 炮 兵 学 校 考 定 ,1785 年 
入 选 已 获 科 学 院 .法 国 大 革命 期 间 参 加 等 建 师范 学 校 和 综合 工 
科学 校 ; 从 法 兰 西 研 究 院 成 立 之 日 起 即 为 该 院 院士 .拿破仑 很 信 
尾 近 普 拉 斯 , 委 以 内 政 部 长 之 职 , 但 为 时 只 有 六 个 月 ,他 最 重要 
的 工作 是 论述 极 率 论 和 天 体力 学 的 论著 . 
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瓦 莱 : 壮 绒 (Vallee Poussin ,Charies Jean Custave Nicolas de 
la; 1866—1962) 

瓦 芋 : 普 浴 生 于 比利时 卢 万 ,全 于 同 地 ;就 读 于 卢 万 大 学 并 
终 其 一 生 在 该 大 学 任教 ,1891 年 起 为 教授 .其 工作 领域 为 分 析 
及 其 应 用 尤其 是 解析 数论 . 


勒 贝 格 "(Lebesgue ,Henri Léon; 1875 一 1941) 

惑 贝 格 生 于 法 国 博 韦 ,就 读 于 高 等 师范 学 校 (1894- 一 1897)， 
然后 在 南 锡 会 立 中 学 任教 , 普 后 执教 于 雷 恩 大 学 (1902 一 1906)、 
普 瓦 送 埃 大 学 (1906 一 1910) 和 巴黎 大 学 .1921 年 尾 法 兰 西 学 院 
教授 ,次 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院士 .他 在 积分 论 .位 势 论 和 代数 
拓扑 中 引进 了 重要 的 新 观念 . 


勒 让 社 * (Legendre , Adrien - Marie;1752 一 1833) 

勒 让 德 生 于 法 辐 巴 黎 , 在 马扎 林学 院 就 读 结 业 后 即 决心 献 
身 于 科学 研究 .在 巴黎 军事 学 校 讲授 数学 (1775 一 1780) ,1783 
年 人 选 巴黎 科学 院 ,1794 年 领导 公众 教育 委员 会 .1799 至 1813 
年 为 综合 工科 学 校 考官 ,1813 年 接替 拉 格 朗 日 在 天 文 事务 所 的 
职位 .分 析 和 数论 中 许 禾 重要 定理 归于 他 名 下 . 


莱 布 尼 菊 "(Leibniz, Gottfried Wilhelm; 1646 一 1716) 

莱 布 尼 茨 生 于 德国 莱比锡 ,就读 于 莱比锡 大 学 和 子 拿 大 学 
1667 年 起 任 近 因 芯 选 帝 侯 的 最 高 法 院 顾 问 ,并 出 访 巴 黎 和 伦 
敦 .1676 年 不 伦 瑞 克 - 县 讷 堡 公 一 授予 他 汉诺威 图 书馆 馆 长 之 
职 .1700 年 得 勃 兰 登 堡 选 帝 候 之 劲 建立 柏林 科学 协会 .在 被 尾 
命 为 俄国 彼得 大 帝 宫廷 顾问 之 后 ,他 兽 在 维也纳 居住 两 年 
(1712 一 1714) ,然后 返回 汉诺威 ,并 在 与 世 隔 牧 中 座 于 该 地 . 作 
为 像 笛 卡 上 几 一 样 广博 的 领头 学 者 ,遗憾 的 是 其 著作 尤其 是 逻辑 
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学 和 代数 学 著作 长 期 未 能 出 版 .他 引进 的 微 积分 算法 和 符号 比 
牛顿 的 算 靶 和 符号 影响 大 得 多 ,并 沿用 至 今 ， 


李 * (Lie, Marius Sophus ; 1842— 1899) 

李 生 于 挪威 努 尔 非 尤 尔 埃 德 ,就 读 于 克 里 斯 带 安 尼 亚太 学 . 
毕业 后 以 私人 授课 维持 生计 ,1869 一 1870 年 裤 季 去 柏林 ,邂逅 
克 莱 因 ,1870 年 夏 去 巴黎 .1872 年 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 为 他 设 
立 数 学 教 席 , 1886 年 他 接替 克 菜 因 在 莱比锡 大 学 的 职位 ,1898 
年 回 克 里斯 带 安 尼 亚 大 学 .他 创建 了 以 他 的 姓氏 命名 的 李 姑 理 
论 . 


刘 纵 尔 "(Liouville , Joseph; 1809- 一 1882) 

章 维 尔 生 于 法 国 圣 : 奥 梅 尔 的 一 个 党 林家 庭 ,就 读 于 综合 工 
科学 术 和 道 桥 学 校 ; 任 教 于 综合 工科 学 校 (1831 一 1851) ,法兰西 
学 院 (1851 一 1879) 和 巴黎 理学 院 (1857 一 1874)1 .1839 年 成 为 巴 
黎 科 学 院 成 员 ,1840 年 成 为 天 文 事务 所 成 员 . 其 工作 与 分 析 中 
许多 问题 有 关 , 


李 特 尔 伍 乎 * (Litlewood ,John Edensor; 1885 一 1977) 

李 特 尔 伍德 生 于 英国 罗切斯特 ,1903 年 入 剑桥 三 一 学 院 就 
读 ; 除 3 年 曼彻斯特 大 学 教授 外 ,他 在 剑桥 度 过 整个 大 学 生涯 ， 
于 1923 年 成 为 剑桥 大 学 教授 直至 1950 年 退休 .他 在 分 析 和 解 
析 数 论 中 做 了 深刻 的 工作 . 


罗 巴 切 夫 斯 基 *(Lobachevski, Nikolaf Ivanovitch; 1792 一 
1856) 

罗 巴 切 夫 斯 基 生 于 俄国 下 诺 夫 再 罗 德 ,就 读 于 喀 山 大 学 
(1807 一 1812) ,后 毕生 在 该 校 教学 和 工作 . 1827 至 1846 年 为 喀 
出 大 学 校长 ,并 创建 了 该 校 天 文 台 . 
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梅内 克 娃 斯 (Menaecehmus; 公 元 前 4 世纪 中 期 ) 
梅内 克 继 斯 可 能 是 欧 密 克 索 斯 的 学 生 . 对 其 生平 一 无 所 知 . 


梅 雷 (Méray,Hugues Chartes Robert; 1835 一 1911) 

梅 雷 生 于 法 国 索 态 河畔 沙 隆 , 毕业 于 高 等 师范 学 校 ,1857 
这 1859 年 任教 于 对 康 坦 公立 中 学 ,然后 退休 7 年 ,下 居于 邻近 
家 乡 的 一 小 村 ,1866 年 执教 于 里 昂 大 学 ,1867 年 起 为 第 戎 大 学 
教授 . 


梅森 (Mersenne ,Marin; 1588- 一 1648) 

梅森 生 于 法 国 受 串 的 瓦 泽 , 就 读 于 拉 弗 芋 谢 的 耶稣 会 学 院 ， 
1611 年 参加 小 兄弟 修道 会 .1619 年 后 除外 出 旅行 外 住 在 巴黎 小 
兄 第 会 的 一 个 幅 修 院 中 .他 对 各 种 科学 都 有 兴趣 , 同 欧 小 所有 科 
学 家 进行 大 量 通信 ,并 在 其 隐 修 院内 组 建 学 院 , 自 任 秘书 . 


闵 科 夫 斯 基 (Minkowski,Hermann;1864 一 1909) 

闵 科 夫 斯 基 生 于 俄国 阿 列 克 索 塔 斯 ,8 岁 起 居住 于 柯 尼 斯 [281. 
堡 ;在 柯 尼 斯 保 大 学 就 读 , 内 有 三 个 学 期 去 柏林 大 学 ,执教 于 波 
轧 大 学 (1885 一 1894)、 柯 尼斯 保 大 学 (1894 一 1896) 和 苏黎世 综 
合 工 业 大 学 (1896 一 1902).1902 年 格 丁 根 大 学 为 他 设立 教授 席 
位 .他 在 数论 中 发 明了 称 为 “ 数 的 几何 "的 方法 . 


楼 茵 弗 * (Moivre ,Abraham de;1667 一 1754) 

律 莫 弗 生 于 法 国 维特 里 - 勒 弗 朗 索 瓦 ,1685 年 南 特 救 令 撤 
销 后 随 尝 庭 移居 英国 .他 在 法 国 索 莫 和 巴黎 接受 正规 数学 教育 . 
在 伦敦 以 私人 讲授 数学 维持 生计 .1697 年 成 为 英国 皇家 学 会 会 
员 . 其 主要 工作 领域 为 概率 论 . 
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汉代 起 学; 为了 大 关心 御 的 节 时 


虐 日 "(Monge,Gaspard; 1746--1818) 

蒙 日 生 于 法 国 博 恩 , 其 父 为 商人 ;1765 年 获 淮 入 梅 济 囊 尔 
皇家 工程 学 校 为 技工 ,1766 这 1784 年 在 该 校 讲授 数学 .1780 年 
入 选 巴 歼 科 学 院 ,1783 年 被 委任 为 海军 军校 学 员 的 主考 官 . 蒙 
日 支持 法 国 大 革命 , 任 海军 部 长 (1792 一 1793) ,公安 委员 会 委 
员 ,筹建 综合 工科 学 校 ,为 拿破仑 筹 组 埃及 远征 . 波 旁 王朝 复辟 
后 被 蔷 去 一 切 头 衡 和 职务 .其 主要 论著 涉及 微分 几何 篇 微分 
方程 理论 . 


鞘 束 尔 (Montel ,Paul Antoine Aristide;1876 一 1975) 

紫 泰 尔 生 于 法 国 尼斯 ,攻读 于 高 等 师范 学 校 , 于 1907 年 获 
博士 学 位 .执教 于 综合 工科 学 校 和 巴黎 理 学 院 (1911 一 1946). 同 
时 为 国立 高 等 美术 学 校 教授 ,高 等 研究 实用 学 校 校 长 以 及 探索 
馆 馆 长 ;1937 年 成 为 巴黎 科学 院 院 士 . 其 工作 与 分 析 有 关 


个 顿 * (Newiton ,Iasae;1642 一 1727) 

牛顿 是 踪 腹 子 , 生 于 英格兰 沃 尔 索 普 , 在 剑桥 三 一 学 院 受 教 
后 ,于 1669 年 继 1: 巴 罗 在 剑桥 大 学 教授 .1696 年 离开 剑桥 任 伦 
敦 造 币 局 总 监 . 1699 年 成 为 皇家 学 会 理事 ,1703 年 任 该 会 主席 ， 
直至 去 世 . 他 是 动力 学 和 天 体力 学 的 莫 基 者 ,又 最 早 发 明 微 积分 
的 一 种 记号 和 一 般 算 法 . 


诺 特 " (Noether, Amalie Emmy;1882 一 1935) 

埃 米 * 诺 特 生 于 德国 埃 朗 根 ,为 数学 家 马克 斯 ' 诺 特 之 长 女 . 
息 于 当时 德国 妇女 不 得 为 大 学 正规 学 生 , 她 只 能 在 埃 翩 根 大 学 
和 格 丁 根 大 学 作为 不 注册 的 旁听 生 攻 读数 学 .然而 她 于 1904 年 
获准 注册 于 埃 刘 很 大 学 ,六 能 于 1907 年 在 该 校 获 博士 学 位 .只 
是 在 许多 有 利于 她 的 干预 之 后 , 才 得 以 于 1919 年 取得 授课 资 
格 .1933 年 前 在 格 丁 根 大 学 讲课 ,但 从 未 获 官方 职位 ;1933 年 国 


一 3 了 348 一 


家 社会 党 政府 迫使 她 离 校 .然后 她 去 美国 避难 ,工作 于 布 林 英 尔 
学 院 和 普林斯顿 高 等 研究 院 , 她 的 影响 是 创建 称 之 为 * 近 世代 
数 "的 数学 学 科 的 决定 性 因素 . 


欧姆 (Ohm ,Martin;1792- 一 13872) 

欧姆 生 于 德国 埃 朗 根 ,于 1811 年 在 埃 朗 根 大 学 开始 其 科学 
生涯 .在 托 恩 预科 学 校 任教 {1817 一 1821) 后 到 柏林 大 学 , 先 为 讲 
师 ,后 任 数学 教授 .同时 任教 于 建筑 学 校 (1824 一 1831)、 联 合 炮 
兵 与 工程 学 校 (1833 一 1852) 和 普通 军校 (1826 年 起 ) . 


奥 雷 姆 " (Oresme ,Nicole; 约 1320 一 1382 1) 

奥 雷 姆 可 能 生 于 法 国 卡 帅 附 近 , 就 学 于 巴黎 大 学 纳 瓦 拉 学 
院 ,并 在 该 院 任教 至 1362 年 .天 后 至 1377 年 为 鲁 帅 大 教堂 牧师 
会 牧师 ,1377 年 为 利 雪 主教 ,其 论著 含有 直到 17 世纪 才 得 到 开 
点 的 数学 思想 的 萌芽 . 


帕斯卡 "(《Pascal ,Blaise;1623- 一 1662) 

煌 斯 卡 生 于 法 国 克 莱 蒙 费 朗 ,于 1631 年 随 其 父 去 巴黎 ， 
1635 年 起 参加 巴黎 梅森 学 院 .1640 年 随 其 父 去 鲁 刷 ,此 时 全 家 
改 信 波 尔 罗 亚 尔 隐 收 宗教 . 因 病 于 1647 年 回 巴 黎 , 湖 即 进 入 他 
的 所 谓 “ 世 俗 " 阶 朋 ,在 这 一 期 间 他 进行 了 密集 的 科学 活动 ; 随 之 
又 有 第 二 次 “改变 信仰".1654 年 后 献身 于 富 于 战斗 性 的 基督 教 
事业 ,帮助 优 森 派 信 徒 反 对 耶稣 会 教士 .1658 年 后 患 重病 ,他 具 
有 非凡 的 数学 天 赋 ,给 出 了 许多 问题 的 证 明 . 


帕 施 (Pasch ,Moritz; 1843 一 1930) 

帕 施 生 于 德国 普 雷 斯 劳 , 先 就 学 于 普 雷 斯 劳 大 学 ,然后 去 柏 
林 , 深 受 艇 尔 斯 特 拉 斯 和 克 罗 内 克 的 影响 .在 吉森 大 学 度 过 毕生 
科学 生涯 (1870 一 1911) ,1873 年 后 在 该 校 讲授 严格 公理 形式 的 
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皮 亚 庶 * (Peano,Giuseppe;1858 一 1932) 

度 亚 诺 生 于 意大利 斯 度 内 塔 ,十 二 、 三 岁 志 居于 都 莫 ,并 在 
该 市 求学 , 继 之 以 从 事 科 学 工作 .1890 年 起 为 都 灵 大 学 徽 积分 
学 教授 ,1886 至 1901 年 间 辣 时 任教 于 都 灵 军事 学 院 . 他 是 都 灵 
科学 院 院 士 ,是 意大利 积极 参与 形成 20 世纪 数学 概念 的 学 派 的 
领 凑 人物. 


庞 加 莱 " (Poincare ,Jules Henri;1854 一 1912) 

谍 加 莱 生 于 法 国 南 锡 ,1873 年 为 综合 工科 学 校 录取 ,在 矿 
业 学 校 学 避 工 程 , 主 要 从 事 博 士 论 文 的 准备 工作 .任教 于 卡 昂 大 
学 (1879 一 1881) 和 巴黎 大 学 (1881 一 1912). 1887 年 成 为 巴黎 科 
学 院 院 士 ,1908 年 被 选 为 法 兰 西学 院 院士 .其 创造 能 力 和 博学 
均 可 与 高 斯 态 美 ,主导 了 他 那 时 代数 学 的 每 个 部 分 . 


葵 洛 克 鱼 斯 1{Proelus ; 约 410 一 485) 

普 洛 克 重 斯 生 于 和 拜 占 廷 ,就 学 于 亚历山大 和 雅典 ,在 雅典 时 
为 柏拉图 学 人 院 的 成 员 ,后 领导 该 院 ,直至 去 世 . 他 虽 缺 过 独创 性 ， 
但 有 珍贵 的 “评注 "传世 , 书 中 有 大 量 从 泰勒 斯 直至 他 的 时 代 的 
希腊 数学 的 详细 情况 . 


拉 马 努 金 * (Ramanujan, Srinivasa Aaiyangar; 1887 一 1920) 

拉 切 努 爹 生 于 印度 邻近 马 德 拉 斯 的 贡 人 龙 讷 姆 ,对 数学 的 
热爱 使 他 御 宰 了 其 他 课程 的 学 习 .为 糊口 不 得 不 在 马 德 拉 斯 港 
充任 小 官员 .他 与 G* 卫 .哈代 通信 ,告知 自己 的 发 现 , 遂 由 后 者 
安排 于 1914 年 赴 英 国 , 并 合作 发 表 许 多 论文 .由 于 重病 不 得 不 
于 1919 年 返回 马 德 拉 斯 .1918 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 他 
在 数论 领域 有 非凡 天 赋 , 所 留 记事 本 充满 各 种 公式 ,使 人 惊 证 他 
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何以 能 提供 那么 多 公式 而 又 未 能 给 出 真正 的 证 明 . 


袭 卡 提 (Riccati ,Jacopo Francesco; 1676-—1754) 

歼 卡 提 是 威尼斯 贵族 ,在 帕 多 瓦 大 学 攻读 法 律 ,并 对 数学 感 
到 兴趣 .他 毕生 完全 献身 于 科学 研究 ,拒绝 了 诸如 圣彼得堡 科学 
院 院 长 这 样 显要 的 职位 .他 经 常 出 任 威尼斯 参议 院 在 坦 坝 和 运 
河 建 筑 事务 方面 的 顾问 .其 工作 涉及 初期 微分 方程 理论 . 


效 学 "(Riemann ,Ceorg Friedrich Bemhard; 1826—1866) 

效 曼 生 于 德国 布雷 斯 塞 伦 茨 , 就 学 于 略 丁 根 大 学 和 柏林 大 
学 ,于 1851 年 在 格 于 根 大 学 获 博 士 学 位 ,并 于 1853 年 取得 该 校 
授课 资格 ,他 在 格 丁 根 大 学 授课 ,并 于 1859 年 接替 狄 利克 雷 的 
数学 教授 席位 .肺结核 缩短 了 他 的 寿命 ,他 死 于 去 意大利 的 旅途 
中 . 黎 曼 襄 有 想象 的 天 才 , 他 的 想法 即使 没有 证 明 , 也 鼓舞 了 整 
整 一 个 世纪 的 数学 家 . 


软 伯 瓦尔 (Roberval, Gilles Personne de;1602 一 1675 ) 

罗 怕 有 豆 尔 生 于 法 国 桑 利 一 个 地 位 低下 的 家 庭 ,1628 年 抵 巴 
效 后 , 毛 亲 自荐 进入 梅森 周围 的 科学 家 圈子 ,1634 年 在 竞争 法 
兰 西 学 院 的 拉 米 教 席 中 获胜 ,六 终生 担任 该 教 席 . 1655 年 继 加 
又 迪 任 该 院 数 学 教授 , 1666 年 巴黎 科学 院 建立 之 日 起 即 为 院 
士 .他 是 牛顿 和 芋 布 尼 苞 之 前 微 积分 的 开拓 者 之 一 . 


曾 菲 尼 (Ruffini, Paolo;1765 一 1822) 

鲁 菲 尼 生 于 意大利 瓦 伦 塔 诺 ,在 莫 德 纳 大 学 攻读 医学 和 数 
学 .1788 年 毕业 后 邯 被 任命 为 教授 .1796 年 拿破仑 军队 占领 黄 
德 纳 后 , 鲁 菲 尼 于 1798 年 拒绝 宜 暂 效 忠 共和 国 , 退 被 撤销 一 切 
官方 职务 ,但 仍 继 续 行医 .拿破仑 逊 位 后 , 鲁 非 尼 又 重 获 应 用 数 
学 和 实用 医学 教 席 , 直 至 去 世 . 
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am 


萨 凯 里 (Saccheri (Giovanni}Giro]lamo; 1667 一 1733) 

此 遍 里 生 于 意大利 圣 雷 葛 ,1685 年 加 入 耶稣 会 ,在 布雷 拉 
耶稣 会 学 院 攻 读 哲 学 各 神学 .1694 年 被 派 坦 外 出 讲授 哲学 , 先 
去 部 灵 ,后 去 巴黎 ,1695 年 起 在 帕 维 亚 大 学 任 数学 教授 ,直至 去 
志 ， 


谢 林 (Schering, Emst Christian Julius; 1833 一 1897) 

谢 林 生 于 德国 又 德 贝 根 ,1852 年 被 格 丁 根 大 学 录取 , 制 后 
定居 格 丁 根 , 为 格 丁 根 大 学 数学 和 天 文学 教授 ,并 任 高 斯 创建 的 
地 磁 观 测 站 主任 . 


施 赖 埃 尔 {Schreier,Dto; 1901 一 1925) 

施 赖 埃 尔 生 于 奥地利 维也纳 ,在 维也纳 大 学 获 博 士 学 位 ; 
1926 年 起 为 汉 坚 大 学 无 薪 讲 师 ,三 年 后 因 血 中 毒 过 早 去 世 , 但 
已 在 代数 和 群 论 方面 做 出 某 些 引 人 注目 的 工作 . 


施 软 德 (Schrider ,Friedrieh Wilhelm Karl Emst;1841—1902) 

施 罗 德 生 于 德国 紧 海 姆 ,就 学 于 海德 笃 大 学 和 柯 尼 斯 堡 大 
学 .1865 年 在 苏黎世 联邦 综合 工业 大 学 获得 讲师 资格 并 一 度 任 
教 于 该 校 ; 在 卡尔 斯 鲁 厄 、 普 福 尔 芯 海 姆 和 巴 登 - 巴 登 性 教 后 ,于 
1874 年 任 达 姆 斯 塔 德 高 等 技术 学 院 教 授 ,1876 年 任 卡 尔 斯 便捷 
高 等 技术 学 院 教授 并 予 1890 年 任 该 院 院 长 .其 工作 与 思 辑 和 集 
合 论 有 关 、 


施 瓦 区 (Schwarz,Hemann Amandus;1843 一 1921) 

施 瓦 苞 人 生 于 西里 西亚 的 黑 姆 斯 儿 夫 ,在 柏林 大 学 攻读 化 学 
和 数学 .1867 年 任 哈雷 大 学 助理 教授 ,1869 年 任 苏黎世 联邦 综 
合 工 业 大 学 教授 ,1875 年 任 格 本 根 大 学 教授 .1892 年 接替 魏 尔 
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斯 特 拉 斯 在 柏林 大 学 的 教 席 .他 是 普鲁士 和 巴伐利亚 科学 院 院 
二 ,在 分 析 中 做 了 重要 工作 . 


西 格 尔 ”(Siegel,Carl Ludwig; 1896- 一 1981 1 

西 格 尔 生 于 德国 柏林 ,就 学 于 柏林 大 学 和 格 丁 根 大 学 ;为 法 
兰 殉 福 大 学 (1922 一 1937) 和 格 丁 根 大 学 (1938 一 1940) 教 授 . 
1940 年 借助 在 丹 才 和 拖 感 开 的 一 轮 会 议 逃 腊 纳 粹 政权 统治 ， 
1940 年 至 1951 年 间 为 普林斯顿 高 等 研究 院 教 授 .1951 年 又 任 
格 丁 根 大 学 教授 ,1959 年 退休 .他 是 20 世纪 数论 领域 最 带 大 的 
专家 之 一 . 


斯 科 朗 (Skolem ,Albert Thoralf; 1887- 一 1963) 

斯 科 庆 生 于 挪威 柔 德 斯 瓦尔 ,就 读 于 奥斯陆 大 学 .在 苏丹 草 
原 游历 后 , 于 格 丁 根 大 学 完成 学 业 , 然后 回 奥斯陆 大 学 任教 
(1916 一 1930; 1938 一 1950) .1930 至 1938 年 在 府 尔 根 的 克 里 斯 
蒂 - 米 蹇 尔 森 学 院 进 行 独立 研究 .其 工作 涉及 代数 、 数 论 和 逻辑 
学 . 


史密斯 (Smith ,Henry John Stephen;1826 一 1883) 

史密斯 生 于 爱尔兰 都 柏林 ,1840 年 迁居 牛津 ,就 读 于 牛津 
大 学 巴 利 汪 尔 学 院 .1860 年 被 选 为 几何 学 教授 ,1874 年 出 任 牛 
津 大 学 博物 馆 主 任 .1861 年 成 为 英国 皇家 学 会 会 员 ,1877 年 任 
伦敦 气象 学 理事 会 理事 长 .其 工作 涉及 数论 和 椭圆 函数 . 


斯 蒂 文 *(Stevin,Simoni1548 一 16201 

斯 蒂 文生 于 荷兰 布 鲁 日 ,是 私生子 ,双亲 为 该 城 富 人 ;但 对 
斯 蒂 文 1583 年 前 的 情况 ,所 知 甚 少 . 1583 年 他 在 莱 顿 大 学 注 
册 . 他 作为 一 每 “工程 师 ", 任 拿 驯 的 毛里 斯 即 奥 伦 治 王 子 的 陆 海 
盏 问题 顾问 .他 具有 下 科 全 书 式 的 才智 ,有 关于 各 种 各 样 论 题 的 
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斯 蒂 费 尔 (Stifel ,Michael ;1487 一 1567 ) 

斯 蒂 费 尔 生 于 德国 埃 斯 林 根 ,1511 年 被 任命 为 神父 ,路 德 
的 学 生 之 一 .1535 年 署名 于 维 苇 贝 格 大 学 ,并 在 柯 尼斯 保 大 学 
和 耶 拿 大 学 讲授 神学 和 数学 .他 关于 代数 和 算术 的 论著 引进 了 
优 于 前 人 所 才 的 记号 ,并 含有 对 数 观 念 的 最 早 萌 芽 ， 


理 勒 斯 "(Thales; 公 元 前 约 625 一 约 547) 
泰勒 斯 居住 于 古 希 腊 米 剩 都 ,被 称 为 古典 时 代 在 几何 学 中 
最 早 发 明证 明 的 学 者 . 


圳 达 “ (Viete ,Franeois;1540 一 1603) 

韦 达 生 于 法 国 丰 特 奈 - 勒 扎 特 , 在 普 瓦 捷 大 学 攻读 法 律 . 
1564 年 为 奥 贝 秦 尔 " 安 托 瓦 内 特 的 家 庭 教 师 .1570 至 1573 年 在 
巴黎 , 受 查 理 九 世 委 人 和 任 为 雷电 的 布 列 塔 尼 地 方法 院 顾 问 .1580 
年 为 巴黎 最 商法 院 审查 官 以 及 皇室 私人 顾问 .1584 至 1589 年 
扰 官 廷 放 亚 ,后 被 亨利 三 世 召 回 , 任 图 尔 法 院 推 事 . 在 法 国 与 西 
班 才 战 争 期 间 , 韦 达 为 亨利 四 世 破 译 截获 的 密码 傅 件 .1602 年 
被 免职 . 


站 ' 诸 伊 沁 (von Neumann ,Johann( 或 John) ;1903 一 1957) 

汉 -" 诺 仇 曼 生 于 负 牙 利 布加勒斯特 ,其 父 为 富有 的 银行 家 . 
他 从 家 庭 教师 接受 数学 训练 ;任教 于 柏 条 大 学 (1927 一 1929). 汉 
保 大 学 (1929 一 1930),1933 年 后 执教 于 普林斯顿 高 等 研究 院 . 
他 参与 了 与 战胜 纳粹 有 关 的 许多 科研 项 目 ,如 设计 原子 弹 .1954 
年 成 为 美国 原子 能 委员 会 委员 .他 是 20 世纪 最 深刻 的 分 析 学 家 
之 一 ,又 是 最 善于 把 数学 应 用 于 其 他 科学 的 数学 家 之 一 ， 
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华 林 (Waring,Edward;1736 一 1798) 

华 林 生 于 英国 从 鲁 斯 信里 ,在 剑桥 大 学 马 格 达 林 学 院 攻 读 
数学 .1760 年 尾 剑桥 大 学 数学 教授 .1763 年 成 为 英国 皇家 学 会 
会 员 .其 工作 涉及 民 数 和 数论 . 


物 尔 斯 特 拉 撕 * (Weiersirass, Karl Theodor Wilhelm; 1815 一 
1897) 

魏 和 尔 斯 特 拉 斯 生 于 德国 奥 斯 登 费 尔 特 ,1834 年 入 流转 大 
学 ,四 年 后 离 校 ,放弃 博士 考试 .1841 年 于 明 斯 特 通 过 国家 考 
试 , 般 后 任教 于 几 所 中 学 . 1854 年 获 柯 尼斯 堡 大 学 名 誉 傅 士 ， 
1856 年 被 任命 为 柏林 皇家 综合 工科 学 校 教授 ,1856 年 起 为 柏林 
大 学 副教授 ,1864 年 成 为 正教 授 .1856 年 成 为 柏林 科学 院 院士 . 
他 继 柯 西 和 和 歼 旧 之 后 成 功 地 把 分 析 置 于 完全 严格 的 基础 之 上 ， 
分 析 中 整个 一 系列 精致 的 发 现 应 归功 于 他 ， 


雪 塞 尔 ( 友 eaael ,Caspari1745 一 1818》 

韦 塞 尔 生 于 气 威 韦 斯 特 由 ,就读 于 机 本 哈 根 大 学 ,后 为 测量 
员 和 制图 员 .他 于 1798 年 发 表 的 关于 复数 的 论文 一 个 世纪 中 并 
未 为 人 所 知 . 


外 尔 * (Weyl,Hermann;1885 一 1955) 

外 尔 生 于 德国 埃 尔 姆 斯 翟 思 ,就 读 于 格 丁 根 大 学 ,其 中 有 一 
年 在 莫 尼 时 大 学 .1913 年 前 为 格 丁 根 大 学 无 薪 讲 师 ,1913 年 任 
苏黎世 联邦 综合 工业 大 学 教授 .1930 年 接受 格 本 根 大 学 的 教授 
席位 ,1933 年 拒绝 留 在 纳粹 德国 ,接受 了 美国 普林斯顿 高 等 研 
完 院 提供 的 职位 .他 是 需 尔 伯 特 的 最 有 天 才 的 学 生 , 像 他 的 老师 
一 样 ,是 一 位 全 才 ; 其 最 优秀 的 论文 涉及 李 群 ,但 对 解析 数论 . 泛 
函 分 析 和 微分 几何 也 贡献 了 许 凶 独创 移 思 想 . 
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交代 炙 学 :为 了 人 关心 敌 的 荣 李 


扎 星 斯 基 {!Zaniski ,Dscar; 1899 一 1986} 

扎 里 斯 基 生 于 俄国 科 布 林 , 就 读 于 基辅 大 学 .比萨 大 学 和 罗 
马 大 学 ;在 罗马 大 学 时 为 卡 斯 泰 尔 努 沃 的 学 生 , 于 1924 年 获 博 
土 学 位 .执教 于 巴尔 的 摩 的 约 输 : 堆 普 金 斯 大 学 (1927 一 1945)， 
伊利 诸 伊 大 学 (1946 一 1947) 各 哈佛 大 学 (1947 年 后 ) ,他 是 只 用 
交换 代数 在 任意 域 上 建立 代数 几何 的 莫 基 人 之 一 . 


策 梅 曾 "* (Zermelo,Emst Friedrich Ferdinand ;1871 一 1953) 

策 梅 鲁 生 于 德国 柏林 ,在 柏林 太 学 .哈雷 大 学 和 弗 赖 堡 大 
学 攻读 数学 .物理 学 和 哲学 ,1894 年 在 析 林 大 学 获 博 士 学位. 
任教 于 格 丁 根 大 学 (1899 一 1910) 各 苏 莹 世 联 邦 综合 工业 大 学 
《1910 一 1916) .由 于 健康 原因 退休 ,居于 黑 森 林 ;1916 年 弗 赖 集 
大 学 授予 他 名 蔡 教 授 头 衔 . 于 1935 年 因 不 满 希 特 勒 政权 而 离开 
该 校 ,但 于 1946 年 重 回 .他 的 研究 涉及 力学 和 变 分 法 ,但 其 最 重 

[288] 要 的 工作 则 是 关于 集合 论 的 论著 ， 
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1. 标准 记号 
使 书 全 用 下 到 标 玲 记 导 . 
网 " !: 自 执 表 1 ,43,.…: 的 奥 音 ， 
N=N" ULD13 非 大 整 蚂 的 她 音 ， 
Zr 正 . 负 束 数 以 及 地 构成 的 焦作 . 
各: 正 .人 负 有 有 有理 吉 志明 零 槐 则 的 息 音 ;其 元 究 写 为 mn ,中 中 辐 它 下 ， 
再 起 加”。 
根 : 谈 整 的 后 埋 /或 蛮 直 战 )， 
Ri: 平 面 ， 
BR: 通 此 3 肉 宰 间 ， 
厂 ! 盐 粗 的 括 音 ， 
址 上: 关于 区 ;或 是 上 的 一 咎 元 于 
志 坚 下 :CE 下 的 百 定 ， 
出 志 百 : 二 是 蕊 的 子 籽 ,七 省 总 十 于 下 中， 
出 这 区 :由 尼 于 的 百 量 . 
《ny 对 得 的 侦 . 
Ex; 全 (#7) 的 椒 间 ,其 中 人 下 ,FY 下， 
El Ey 的 扫 音 ; 鞭 申 ji 二 1。 
于 这 起 3 .EE . 
E" :所 有 所 妥 等 于 EE 时 的 Eix Eynx -Ea. 
到 (E1 的 于 后 的 本 音 - 
画 : 室 六 ， 


一 Ba 


wr rn 


当代 教学 : 沟 了 人 关心 等 的 荣 要 


.E>F,E -Fx f(x): 集 合 到 集合 FF 中 的 执 射 /， 
a 三 (modm): 模 整数 m 的 同 休 式 , 肥 a- 上 4 是 后 的 整数 售 . 
dy/dx,y 《x): 实 变量 的 实 值 函 数 x 一 一 y(4) 的 导数 . 

| Cx)dx: 实 函数 f(x) 在 区 间 [a ,8] 上 的 积分 ， 

名。:m 个 对 象 的 排列 构成 的 对 称 群 ,其 阶 为 ml =1.2.3……h， 


2， 专 名 索引 
画 | 入 六 p .5 起 
马尔 法 蔓 问 题 Malfatti's prob- 
一 一 贞 射 ”bijection， bijyective lem KiD 


mapping Yd4A 子 域 (C 的 ) subfield (of CC) 
一 致 收 禹 序列 unifornly con- | 3 了 
vergent sequence VY Ap.dA 子 集 subset V3A 
子 群 anupgroup VW2A ,V3CT 


二 画 
pT 夯 
二 无 二 次 型 binary quadratie 
form 2A 不 可 约 名 项 式 irreducible 
二 次 曲面 quadric, quadratic | polynomial VYV Ap.3D 
suirface M2C 不 可 判定 的 (命题) undecid- 
二 重 积 分 double integxal able( proposition ) WI SC 
V5A 无 穷 公理 axiom of infinity 


VI4B 
区 向 关公 理 ariom of nested 
三 次 曲线 ”cobic eurve Ja20C intervals JI6 
三 角 级 数 trigonometric series 长 度 ( 曲 线 的 ) length (of a 


三 画 


山 ” 详 者 对 原 书 索引 作 了 增补 和 修改 ,并 对 正文 进行 了 相应 的 处 理 ， 
使 得 所 有 专 名 出 现 其 定义 或 说 明 时 都 用 另外 的 字体 标志 . 

索引 中 第 一 个 罗马 数字 表示 出 现 定义 时 专 名 所 在 的 章 次 ,第 二 个 数 
宇 表 示 节 次 ,下 羔 推 .“Ap." 表 示 附 录 .一 -一 译注 
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curre) 位 1C 

无 究 集 infinite set WI3# 

开 售 open set V3E 

元 数学 metamathematics 
WY5B 

中 性 元 。 meutral element V2A 

贝 祖 定 理 ”Bezout's theorem 
[VAp.3 

公设 postulate 

友 证 法 
Ap.1 

反 函 数 ” reciprocal function, in- 
Verae funcdtion VY 1C 

及 藉 性 (对 一 关系 的 ) 
symmetry (for a relation) V3D 

分 配 性 dietributivity V2A 

公理 axiom 【I3 

分 量 { 向 量 的 ) 
avector) V1B 

比 ( 两 个 量 的 ) ratio {of two 
magniydes) [5S,HAp.1 

双 曲 线 hyperhoia [U8 

比例 绘图 器 pantograph 


下 3 
apapgogical argument 


anti- 


component {of 


YI1E 
五 面 


可 公 度 的 commensurable 眶 5 

正 有 理 数 ”positive rational 
number 并 5 

正 负 导 规 则 mle of signs 
Ls, Ap.2 

正 交 性 公式 orthogonality for- 


mula WAp.SA 
正规 子 群 
V Ap.2D 

本 原 解 ”primitive solution 
NAp.3 

平坦 环 面 flat toms 
Ap-1B 

平面 一 般 线性 群 ”general lin- 
ear group of the plane GL2,R) 
V28B 

可 度量 化 空间 mebizable 


normal] asubgroup 


YiC, WY 


space “TY 3 

可 度量 化 拓扑 环 metrizable 
topological ring V3F 

可 上 度量 化 拓扑 群 ” metrizable 


topological group YY 3F 
左 陪 和 集 (关于 一 子 群 的 ) jeft 
Dosetl {with respect to a subgroup ) 
V Ap.2D 
右 障 集 (关于 一 子 群 的 } right 
coset (with respect to a subpgroup) 
V Ap.2D 
可 数 选 择 会 理 
iom of choiee WdB 
可 数 集 countable set WI38 
可 解 群 soluble goup VAp. 
2D 
四 元 数 quatemion V2D 
四 色 问 题 four colour prohlem 
Bic 
点 对面 位 converx polyhedron 
了 6 


countable ax- 
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当代 教学 :为 了 人 类 心智 的 荣 规 


卡 斯 芝 隆 问题 Castillon's | 
problem KY1D 

卡尔 达 诺 公式 Cardanors for- | 
mula YiA | 

生成 元 ( 群 的 】 generator [of a | 
moup}) V2C 

生成 元 系 ! 群 的 ) system of 
generators (of a poup) YY2C 

外 下 公理 axiom of extension 

WI4B 
代表 ( 同 余 类 的 ) representa. 


tive {of a congruence class} V1F 
代数 平面 曲线 algebraic plane 
V Ap.3D 
代数 函数 域 ( 曲 线 上 的 ) field 
of algebraic functiona (on a curve) 
VAp.3D 
皮 亚 诺 公 理 ”Peano's axioms 
W2cC 
加 法 群 additive group 3CI 
对 称 多 项 式 symmetric poly- 
nomial YY 1D 
对 称 群 ”smmetric group V2A 
导数 derivative 看 9 


LIYw 产 


一 2 
™ 


亚 同 构 
phism VAp.2D 
有 序 交 换 域 
tive Beld VYV3F 
有 序 群 ordered group YW3F 
共 因 (复数 的 ) 
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meribedral jsomor- 


onlered commuta- 


conjugate {of a | 


complex number’ VY Ap.3B 
有 限 集 finite set WI3A 
有 限 群 finite goup 3C 
有 理 分 式 域 beld of rational 
fractions VAp.3D 
有 理 函 数 域 (曲线 上 的 }) field 


of rational functions {on a curve) 


| ¥ Ap.3D 


有 理 整 数 vational integer 
YAp.33 

向 余 ( 模 一 整数 的 ) congrmuent 
{moduls an integer) NY Ap.4 

同 余 式 《 模 一 多 项 式 的 ) 
uence 【moduIo a polynomial ) 
V Ap.3D 

向 余 式 { 模 一 整数 的 ) 
ewe (modulo an integer) V1F 

同 构 isomorphism V4A 

同 态 ”homomomhiam VAp.2D 

同 用 homeomorphism V4A 

自 反 性 reflexivity 3D 

会 三 (两 个 二 元 二 次 测 类 的 ) 
composition (of wo classes of binary 
V 1G 


automorphisot 


CON- 


CONEr- 


对 uadratic fonns) 
自 厨 构 守旧 Fr， 
2C 
全 同 梅 
phism VAp.2D 
全 序 美 么 eelation of total or- 
V3D 
合 取 (两 个 关系 的 ) 
lion {of two relations} WISA 


holohedral isomor- 


der 


COnfure- 


多 项 式 polynomial [8 
多 项 式 菊 ( 模 一 多 项 式 的 } 
class of polynomials tmodulo a poly* 
nomial) VY Ap.3D 
名 面体 polyhedron Wi6 
仿 射 变 换 aftne transformation 
V1lE, VY 2B 
仿 射 群 A(2) 
At2)} WV2B 
传递 性 (关系 的 ) 
(of a relation) YY3D 
传递 性 (位移 群 的 】 tranaitivity 
(of a group of displacements) 1B 
向 量 空间 V3F 
自然 数 natural number Wi2C 
字典 序 Jexicographic order 
V3F 
交换 环 
3CH 
交换 性 commutativity V2A 
交换 城 。 commutative fiald VV 
3 心 左 
交换 群 
V3cI 
次 数 ( 包 项 式 的 ) degree {of a 
polynomial) 8,V Ap.3C 
阶 ( 群 的 元 素 的 ) order (of am 
element of a groupy V2B,VY3CI 
阶 ( 有 限 群 的 ) order {of a fi- 
nite group) YY3CI 
导 集 derived set 


affine group 


transitivity 


vector Space 


commutative nng VY 


dommutative group 


V3E 


i 
-本 人 
守业 各 
A - 


七 本 


连 分 数 continued fractions 
村 Ap.3C 

特定 {关系 有 的》 negation (of a 
relationy 5A 

极 遍 limit [9,V3B 

抛物 线 parabola 也 8 

连续 函数 
Ap.3, 了 3E 

连续 统 盘 设 continuum hy- 
Pothesia (CH WSC 

希 尔 伯 特 空间 Hilbert space 
V3E, VY Ap.4C 

作用 { 群 在 集合 上 的 ) action 
(of a group or a set} VA3F 

位 和 极 bomothety V1E 

近似 什 ( 实 数 的 》 approximat- 
ing Yalue (of a real number} [6 

伯 努 利 才 项 式 Bemoulli poly- 
nomial WAp.4 

伯 努 利 数 Bermouli number 
NAp.4 

希 放 阿 斯 割 圆 曲线 ”quadratrix 
of Hippias [8 

民 罗 丰 群 (多 项 式 的 ) Galois 
group 《of a polynomial) YAp.,2B 

位 移 “displacement VI1E 


contimous fonction 


邻 城 《 点 的 ) neighbourhood 
(of a point) V3E 
序 关 系 relation of order V3D 


判别 式 ( 二 元 二 次 型 的 ) 
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出 a- 


尖兵 归 兴 :为了 大 类 必 半 的 荣 直 


criminant Cof a binary quadratic form) 
2A 
证 明 proof 四 2 
证 骨 论 theory of proof WI5B 
闵 科 去 斯 基 不 等 式 Minkows- 
ki inequality VAp.4B8 
补 集 。 complementary set 
¥ 3B 
完满 数 ” perect number 
纵 坐 标 ordinate 了 8 
局 部 景 空间 localiy compact 
space V4B 
局 部 紧 域 
V4B 
阿 基 米 德 公理 Archimedes' 
axjom 6 


阿 基 米 德 螺 线 ”Archimedes' 


下 1 二 


locally compact field 


spiral ”也 名 

维 数 ”出 mension 如 3B 

人 画 

环 mng Va3Cly 

势 (集合 的 ) eardinality (of a 
aetj WI3B 

欧 几 里 得 公 没 Euclidean pos- 
tulate lA 

析 取 (两 个 关系 的 】 disjune- 
tion (of two relations} WISA 

欧 拉 公式 (关于 素数 的 ) 
Euler's formula (for prime numbers ) 

NAp.2 
范 数 (复数 的 】 norm {of a 
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complex number) YAp .3 

范 德 科 珀 特 不 等 式 
Corput inequality 狂 Ap.5 

图 象 (映射 的 ) graph (of a 
mapping) VY 3B 

周期 函 载 perieaic funetion 
风 54 Ap.S 

许 扣 莱 半 平面 Poincarks half- 
Plane V3F, MAp.1C 

单 有 限 群 

¥ 4B, VY Ap.2D 

单 李 群 
VdB 

单位 (高 斯 整数 环 中 的 ) 
《in the ring of Gaussian integers ) 
VAp.3B 

单项 式 monomial 三 好 

空 集 empty set VW3B 

实数 ”real number 到 Ap.2 

单 群 simple group VAp.2D 

函数 Mg, V3B 


van der 


simple finite group 
simple Lie group 


unit 


funetion 
九 画 


相反 类 (二 次 型 的 ) opposite 
class (of quadratic forms) V2A 

柯 西 - 布 尼 亚 科 去 斯 基 - 施 瓦 
茨 不 等 式 Cauchy-Buniakowaki- 
Schwarz inequality VAp.4B 

相伴 的 (高 斯 整数 ) 
V Ap.3B 
标量 scalar V18B 
标量 积 scalar producl 


Bassociated 


{Gausasian integer) 


V1EB, 


生生 台 
~ ee nu Ht 


V Ap.38 
标量 飞 法 multiplication by a 
scalar V1B,Va3F 
带 算 子 加 法 群 
with operators VW 3F 
带 算 子 集 set with operators 
V3F 
带 算 子 群 的 集合 
Broup of operators VY 3F 
点 《可 度量 化 空间 的 ) 
《of a metrizable space) V3E 
映射 (集合 到 集合 中 的 } map- 
ping tof a set into a set} V3B 
复合 {两 个 位 黎 的 》 tomponi— 
tion 《of two displacements)} VV 1FE 
复合 (两 个 函数 的 ) composi- 
tion (of two functions》 V1C 
复合 (两 个 置换 的 】 compoai- 
tion {of two subetitutions} V1D 
保 向 平面 线性 群 linear group 
of the plane preserving orientation 
GL’*(2,R) Y3F 
选择 公理 axiom of choice 本 
4B 
复数 complex number V1lA 
北 元 inverse element V2A 
计生 素数 twin primes WY2B 
测 地 线 ( 曲 面 的 ) pgeodesic {of 
a surace) WiB 
测度 measure 和 5A 
误差 限 eror 5 
度量 空间 metric space 


additive group 


st with a 


pownt 


V3E 


恒 等 年 换 
VY 1D 

费 马 教 Fermat number NWI1B 

结合 性 associativity V24 


identity subatitution 


结构 stmcture WW3B 
十 画 
核 ! 赂 柯 太 的) kemel (of a 


Soup homomomphism)} VY Ap.2D 
厌 渗 数 


pnimitive function 


M9 
原 根 primitive root Ap,3A 
素 高 斯 整数 prime Gaussian 
integer VY Ap.3B 


真 等 价 的 (二 元 二 次 型 ) 
erly equivalent 
formay WVW2aA 
素数 定理 prime number theo- 

N2B 
哥 德 尔 不 完全 性 定理 Gedel's 
incompleteness thevrem WS5C 

图 规 几何 compass geometry 
NN1D 

车 离 { 集 合 上 的 ) distance (on 
a setj V3E 

紧 倚 compact set V4B 

品 惟 上 曲线 conic 卫 8 

值 ( 映 射 的 》 value {of a map- 
ping} YY3B 

偶 { 对 和 象 的 ) pair (of objeeta ) 

V3B 
积分 


pop- 
\ binary quadratic 


rem 


integral [I9 
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积分 对 数 ” integral lpgarithm 许 转 rotation “1E 
RK 2B | 商 群 。quotient mroup VAp.2D 
秆 阵 matrix 2B | 亲近 分 数 ( 连 分 数 的 上 approx- 
爱 拉 托 斯 特 尼 得 法 imant tof a continued fraction} 如 
Eratoathenes’ sieve ly2R 起 p .3C 
习 法 群 。muitiplicative group 
VIC I 二 
积 群 product group 3C 和 还 近 approximation 作 6 


部 分 商 partial quotient | 超 复 数 系 hypereomplex sys- 
Ap.3C tem ¥3F 
准 希 尔 伯 特 空间 prebilbent 晤 magnitude [5 


space Y Ap.4B 村 (集合 的 ) power (of set) 
递 推 原理 principle of recur- | WI3B 


rence W200 基 词 quantifier 要 5A 
高 斯 整数 Gaussian integer 象 (映射 的 ) image {of a map- 
V3cH] ,VY Ap.3B ping) VAp.2D 


障 集 (关于 一 子 群 的 ) coset 
《With respect to a subgroup》 VAp. 
2D 


集合 set V3a 

等 件 二 元 二 次 型 ”equivalent 
binary qadratic forms NV2A 

等 价 蝶 离 ”equivalent distances 


+ 一 而 
V3E 
域 field V3CE 情 里 叶 公 式 Fouriers formu- 
排列 penmutation V1D lae VAp.5A 
梅森 数 Mersenne numher 下 情 里 叶 系 数 。 Fourier coefficient 
la Vp.5A 

基数 cardinal number WI38 情 里 叶 级 数 ” Fourier series 
第 一 象限 高 斯 整数 Gessian VSA, VY Ap.58 


integer of the first quacrant VAp.3B 
稍 卡 儿 积 (集合 的 } Caresian 


等 势 的 equipotent 4A 
夭 环 置换 vircular substitution 


product (of sets) V3B V2B 
该 序 关系 relation of partia] 宪 环 群 eyelic group V24，, 
order 3D ¥ 3CI 
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等 距 同 构 ianometry V4A complex number) V2D 
属于 belongs to VW3B 算 子 operator 5A 
十 三 而 十 五 曾 
等 因子 divisor of zero V1F 枢 尘 标 abacisaa 下 8 
概括 公 理 axiom of compre- 歼 妥 假设 Riemann hypothesis 
hension VI4C NIC,N?2B 
置换 subetitvtion VID 
置换 群 。 group of pemmutations 以 美文 字母 起 首 
Y2B 各 代数 A-algebra TV3F 
满 射 sugection VAp.2D 让 机 A-module V3F 
数 类 ( 模 一 整数 的 ) class of n 纵向 量 veetor of dimension n 
numbers (modulo an integer) V1F V1B 
群 group V3CI p 进 绝 对 值 Padie aheolute 
群 的 几何 学 ( 克 莱 因 意义 下 的 》| value YAp.4D 
Beometry of a group (in the sensc of Pp 进 距离 ”p-adic distance VY 
Klein} V3F Ap.4D 
十 面 p 进 赋 什 p-adic valuation VV 
Ap.4D 
模 ( 复 数 的 ) modulus {of a PFP 群 p-group V4B 
3. 人 名 索引 了 
三 本 面 
马尔 法 带 Malfati,G.F. NN 韦 达 *” Viete, 下 . 
1D 


7 
志 本 名 ei],AA.。 Int., 2 


也 本 索引 系 译 者 所 编 ,收入 了 正文 中 出 现 的 全 部 入 名 ,并 指明 了 出 
现 的 章节 .党 引 中 第 一 个 罗马 数字 表示 出 现 的 章 次 ,第 二 个 数字 表示 节 
次 ,下 类 推 .“Ap.” 表 示 附 录 , “Int. "表示 导 言 .人 和 名 后 附 有 * 号 者 附录 中 有 
其 小 传 .一 一 译注 
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扎 里 斯 翡 * Zariski,0. 1]2 | 

瓦 药 虹 Valery.P, 1# 

瓦 莱 - 普 又" Yallee-Poussin， 
Ch.JGN. KZ2B 

开 普 蒜 ” Kepler,J,， 外 5, 吕 
9,Y SA 贡 

韦 塞 尔 ” 看 esse[,C， WilA 

贝尔 特 控 米 ” Beitrami, 了 E. 
WIC 

由 粗 * Bezrout,E, Ap.3, 
VAp.3B, VY Ap.3C 

丹尼尔 * 伯 努 利 ” Bemoulli， 
Daniel YY Int. 

帮 特 泰和 尔 onienelle,B.le 
B.,S.de 了 4 

牛顿 ” Newton,I, [3,IS， 


7, 亚 8, 草 9， V2c, 和 1B.,VYSA 订 ， 
VSC, V2A 


巴 童 霸 * Banach,s. V2B 

巴 谢 - 德 - 梅 齐 里 阿 Bachet de 
Meziriac,C.G. NV2A 

五 画 

布 丰 Buffon,G, -LL.L.de 
[4 

布尔 * Boole,G. Y¥ 38, 全 
4B, VI5A 

布 尼 亚 科 夫 斯 基 * Buni- 
akowski,V .J. VAp.4B 


艾 伦 伯 格 Eilenberg,S. VY 
| 


布 劳 威 尔 * 
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Brouwer, L.E.]. 


Wa3B, V44., W155D 
区 和 森 斯 提 Eisenatein,F.G. 讨 . 
2 


卡尔 达 庶 *” CandanoysG, 至 
1A, VY 1D 

史密斯 Smith.H.J.$. 13 

卡 斯 帮 隘 Castillon,J. 1D 

外 和 尔 ” Wey],H. 上 2.VSA 
还 ,V6, WI5D 


伏 尔 泰 Yoltaire 3, [4 

兰 Lang.S. at. 

汝 : 诺 贷 有 蝇 * 
12 

皮 亚 杰 Piaget,]. 下 1 

应 亚 诺 ″”  Peano,G， 
WI2C, V3A,. MA4B, VsA, WSC 

弗 伦 克 尔 * Fraenke],AA,A. 
可 4 

应 里 Pieni,M,， 亚 5 

皮 莱 带 过 ”Peletier ,]， 


von Neumann,]. 


罚 2B， 


¥ 1E 


幕 雷 格 * Frege,F.L.G, VW 
iD, V3B, V4C, 5A, YAp.3D 

弗 雷 加 * Frechat,M. VW3E 

六 画 

亚 历 山 太 * 点 exander, 了. 三. 
6 

邦 贝 利 ” Bombelli,R. 种 5， 
D7, 1 各 


毕 达 可 拉 斯 “Pythagoras 了 


3, EInt.., lH2, [5,N2A, VY18 


恶 里 主 密 德 Aristotle I 3, 


U2,03, M4, V3A, V5A 
吉 拉 尔 * Girerd,A. V1A 
芝 诺 [ 埃 利 亚 的 ) Zeno of Flea 
亚 8 
西 格 尔 ″” Siegel,C.L. I2 
达 妆 贝尔 * DD'Alembert,]. le 
R. IT2,13,14,W4, VY Int. 
托 勒 密 Ptolemy 畦 Ap.4 
华 林 ” Waring,E. V1D 
于 大 图 * Diophantus lnt. ， 
#$, HHé6, 7,TN2A 
许 世 Chuqust,N. 于 7 
安 梯 直 Antiphon 9 


安培 ” Ampere,A.-M. YW2B 

刘 维 尔 * Liouville,J. I3 

汤普森 Thompaon,J.G. VV 
Ap.2D, YM4A 

约翰 : 拍 努 利 * ”Bemoulli ,John 
VIC 

七 画 

李 ” Lie,M.S. YY3F, 4B， 
V5A I 

吉 克 药 央 Maclane,S. V5A 


亚 
才 克 斯 韦 Maxwell, J. €. 
Int. 
花 拉 子 米 * al-Khwarizmt 四 7 
克 办 内 克 * KKronecker,L. 
1 2,V2C, V3F, VA4B,Y Ap.38 
直 帕 纳 斯 *” Campanus WI2C 
克 莱 罗 Clairant, A., 一 工 . 


]2,03 

克 莱 因 * Klein ,F， 
4C, V1C 

苏 格 拉 底 ”Socrates 王 2, 旧 3 


V3F, VY 


李 特 尔 伍德 * Littlewood,J. 
E. 13,14,N2B 

克 示 和 尔 Crelle,A.L. 13 

迪克 森 Dickson,L.E, J15 

饰 莱 Cayley, A, V2C,V 
3 VY 3F, VC 

希 尔 伯 特 ” Hilben,D， 工 2， 


Hes, 下 Int., 4, 本 5, 本 Ap. 2, I 
2A,V 1A, V1E, V3CI, VY 5C, V Ap. 
4C. VInt., Y2cC, Yd4A, WSB, V5cC 
狂 利 克 雷 * Dirichlet,G.P.L. 
LT2,N2A, NV2B, ViA, VY 1C,V 
2B, V3B, V6, WM2A, YH6 
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划 利 略 ” Galilei,G.。 畦 9, 碘 
3 各 
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2B, V3A, V3CT, V4B, VAp.28, 
V Ap.2C, V Ap.2D, V2B 
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Hippocrates of Chiog [8 
伯 恩 斯坦” Bematein,F.， 好 
3EB 
希 斯 Heath,T. Int. 
犹 德 罗 Didenot ,D， 
享 泽 尔 " Hensel,K. 
六 科 去 斯 基 


[4 
13 
Minkowaki, H. 
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2,V sp.3B | 4,W IntwY1A, V1E, V1F, V2D, 
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阿 鹿 条 Appel,K.I. Mic 拉 普 科斯 " Lapiace,P.S.M.de 
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3, 开 Int. , 打 6, 8, M9, MAp.1, | NI WIAWIC 
Ap.4, 2C,NAP.4,V 1B 罗 伯 瑟 尔 "” Roberval,G.P. de 
八 面 12,V1B 
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35, Int., M2, M3, M4, Ms, M6, mM | 4, Wint., V2C, Vda 
8, 9, 1 Ap.1, TAp.4,T1A,N 罗 守 Russell ,B.A.W, WA4C 
2B,V1B, VIE,V2A,V3A, V3B, 帕斯卡 * Pascal,B. 工 2， 
V3D, V3E,V SC, Yint., VIA, VW | I3,Mm4,V5AN, V2C 
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拉 马 努 金 * Ramanujan,S. 点 .| WiC 
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V1G 
波 莱 尔 ” Borel,E. VISD 
法 格 纳 诺 ” Famano, 已.， 
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闸 凯 Choqguet,G. Ini. 
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2, int., HE6, NAp.2, VInt.,V 
lA,V 11D, V2A, V2B, V3A,V 38, 
VAaB, VSAN, VSAIN, V Ap.d48， 
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Ap.4B 

施 罗 初 * Schrider,F.W.K. 
3B 


i 
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起 p .3E 
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YX, V6 

费 拉 里 * Ferrari,L. V1n 
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12 
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